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彩 图 1 欧 几 里 得 (Euclid ， 活 
动 于 约 公 元 前 300 年 ) 。 
古 希 腊 数 学 家 ， 以 其 所 
著 的 《几何 原本 》 闻 名 
于 世 


彩 图 2 箭 卡 儿 (R. Descartes ， 
1596 一 1650)。 法 国 
哲学 家 、 数 学 家 、 物 
理学 家 、 解 析 几 何 学 
黄 基 人 之 一 


彩 图 3 项 尔 伯 特 (D. Hilbert， 
1862 一 1943) ,德国 数 


学 安 


学 家 


网 

彩 图 4 吴 文 俊 (1919 一 ) 中 国 数学 家 ， 中 国 科学 院 院士 。20 世 
纪 70 年 代 后 期 致力 于 数学 机 械 化 与 机 械 化 的 数学 的 研究 ， 创 
立 了 利用 机 器 证 明 与 发 现 几何 定理 的 新 方法 ， 在 国际 上 被 人 誉 
为 “ 吴 方 法 ” 


机 等 八 辣 判 写 网 胃 于 取 性 化 到 可 


彩 图 5 吴 文 俊 院 士 在 《中 国 科 学 》 上 发 表 的 第 一 篇 关于 几何 定理 
的 机 器 证 明 的 论文 及 其 部 分 著作 


彩 图 6 张 景 中 (1936 一 )。 中 国 数学 家 、 计 算 机 科学 家 ， 中 国 科 
学 院 院士 。 与 合作 者 创立 了 计算 机 生成 几何 定理 和 可 读 性 证 
明 的 原理 与 算法 ， 在 国际 上 取得 了 公认 的 领先 地 位 。 图 中 为 
张 景 中 院士 在 中 国 台 湾 省 讲 数学 定理 的 机 器 证 明 


彩 图 7 张 景 中 院士 等 研制 的 平面 几何 定理 的 机 器 证 明 的 软件 


名 月 钞 约 为 社会 主义 现代 化 建设 设 务 。 必须 与 生 
动 相 结 合 ， 培养 德 .名 , 体 等 方 区 全 面 发 展 的 入 


炙 事 业 的 建设 者 和 接班 人 . 


搜 设 一 支 具 有 腿 好 政治 业务 素质 , 大 棕 念 理 ， 旭 
定 的 教师 队伍 是 教育 改 苦 和 发 虹 的 视 术 大计 ， 
振兴 民族 的 希望 在 教 育 ， 撤 兴 敦 育 的 条 副 去 玖 全 .二 


彩 图 9 


由 本 书 作者 和 李 盛 光 负 责 的 几何 定理 的 机 器 证 明 课题 组 成 员 
在 研究 下 一 步 工 作 
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在 世纪 之 交 , 我 们 这 套 《 走 向 科学 的 明天 丛书) 问世 了 。 
这 是 一 套 面向 青少年 朋友 的 大 型 科普 读物 ,是 为 了 补充 学 校 
教育 之 不 足 , 从 数学 、 物 理学 、 化 学 、 天 文学 地球 科 学 和 生命 
科学 六 大 基础 科学 的 历史 发 展 、 当 前 的 成 就 .未 来 的 璀璨 远 
景 ,分 类 展示 给 读者 。 

本 世纪 末 , 有 一 股 反 科学 的 逆流 ,认为 科学 的 时 代 已 经 过 
去 。 例 如 美国 的 约翰 :和 霍 根 ,他 写 了 一 本 书 ( 科 学 的 终结 ), 他 
说 .“ 科 学 (尤其 是 纯 科 学 ) 已 经 终结 ,伟大 而 又 激动 人 心 的 科 
学 发 现时 代 已 一 去 不 复 返 了 ! 与 此 同时 ,法国 当 代 女 巫 伊 坝 
莎 白 * 泰 西 埃 也 写 了 一 本 畅销 书 《 占 星 术 一 一 21 世纪 的 科 
学 ), 再 加 上 那些 世纪末” 的 谣言 和 形形色色 的 邪教 ,把 社会 
撑 得 似乎 有 点 混乱 。 

然而 ,科学 永远 是 照 亮 世 界 的 火炬 ,光芒 所 至 ,一 切 那 魔 
牌 道 都 会 原形 毕露 。 这 套 《 走 向 科学 的 明天 丛书 ?也 正 是 告诉 
大 家 ,21 世纪 的 科学 非但 不 会 终结 ,还 将 会 有 更 大 的 发 展 。 

为 什么 《走向 科学 的 明天 从 书 ) 还 是 从 数 、 理 、 化 、 天 、 地 、 
生 这 老 的 六 大 基础 科学 讲 起 ? 因为 我 们 不 能 割断 人 类 认识 客 
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观 世 界 的 历史 ,这 是 人 类 认识 绝对 真理 的 长 河中 的 一 个 非常 
重要 的 环节 ,近代 科学 和 未 来 的 科学 都 是 在 这 个 基础 上 发 展 
起 来 的 ,边缘 科学 .前沿 科 学 …… 我 们 都 在 科学 的 明天 中 讲 到 
了 。 有 人 不 顾客 观 的 科学 发 展 的 历史 事实 ,主观 地 想 把 科学 
体系 打 乱 ,从 而 建立 个 人 的 “新 科学 体系 ”, 这 样 只 能 把 科学 搞 
乱 ,给 伪 科 学 以 钼 空子 的 机 会 。 

在 80 年 代 初 期 ,科普 界 曾 有 过 一 场 争论 , 那 就 是 有 人 说 
知识 的 科普 已 经 过 时 ,科普 的 任务 是 普及 科学 思想 和 科学 方 
法 ,而 这 个 任务 将 由 科学 文艺 (主要 是 科幻 小 说 ) 来 完成 。 我 
们 说 科学 基础 知识 与 科学 思想 和 科学 方法 是 刀 与 刃 的 关系 ， 
抛弃 科学 基础 知识 ,科学 思想 和 科学 方法 就 成 了 无 刀 之 刃 ,只 
是 幻想 与 空话 。 科 学 基础 知识 越 深厚 ,科学 之 剑 也 就 越 坚实 ， 
丰 研 出 来 的 剑 刃 也 就 无 坚 不 挫 。 我 们 推出 这 套 《 走 向 科学 的 
明天 丛书 》, 也 就 是 想 让 每 一 位 读者 都 能 得 到 这 柄 坚实 的 剑 ， 
而 息 三 剑 丸 则 需要 读者 们 自己 的 努力 了 。 

这 套 从 书 的 编写 是 在 一 批 老 科普 作家 支持 下 集体 完成 
的 ,他 们 多 年 来 在 教育 和 科研 第 一 线 工 作 ,如 今 大 多 已 年 近 花 
甲 或 年 过 花甲 ,但 为 了 科普 事业 的 发 展 ,他 们 仍然 在 百 忙 之 中 
创作 了 这 批 精彩 的 科普 作品 ,我 们 应 该 向 他 们 表示 衷心 感谢 。 

最 后 ,要 特别 感谢 广西 教育 出 版 社 , 正 是 在 编辑 们 的 精心 
设计 和 组 织 下 ,这 套 《 走 向 科学 的 明天 从 书 ) 才 能 与 读者 早日 
见面 。 


郭 正 访 
1999 年 8 月 20 日 


致 青少年 朋友 


无 论 哪 个 国家 ,数学 和 本 国语 文 都 是 学 生 的 主 课 。 这 两 
科 构 成 了 人 们 最 基本 的 文化 素养 。 数 学 , 则 是 最 具 国 际 性 的 
学 科 。 到 20 世纪 中 时, 世界 各 国 的 数学 课程 大 体 上 是 相同 
的 。 算 术 、 几 何 、 代 数 、 三 角 成 为 人 类 基础 教育 的 主题 。 这 一 
切 , 古 希腊 的 学 者 都 已 完成 了 ,埃及 、 巴 比 伦 、 印 度 、 阿 拉 伯 和 
古代 中 国 的 数学 家 也 都 有 特定 的 贡献 。 因 此 ,现在 的 中 小 学 
数学 内 容 , 是 人 类 的 共同 财富 。 

17 世纪 和 牛顿 和 莱 布 尼 兹 发 明 微 积分 ,20 世纪 冯 ,， 诺 依 曼 
等 发 明了 计算 机 ,使 得 数学 文明 发 生 了 巨大 的 变化 。 数 学 ， 
以 更 新 的 面貌 推动 着 社会 前 进 。20 世纪 的 数学 发 展 , 抵 得 上 
过 去 的 几 百 年 。 现 在 的 标准 数学 学 科 分 类 ,有 96 门 大 学 科 ， 
几 百 门 小 学 科 。 现 在 世界 上 已 经 找 不 到 能 够 通晓 整个 数学 
的 数学 家 了 。 

一 方面 是 中 小 学 数学 内 容 相对 不 变 , 另 一 方面 是 现代 数 
学 内 容 飞 速 发 展 。 这 二 者 间 如 何 协调 ? 除了 加 强 中 小 学 数 
学 教育 改革 之 外 ,对 公众 进行 数学 普及 是 一 件 大 事 。 在 “ 科 
教 兴国 ”的 今天 ,没有 数学 的 普及 是 不 可 想像 的 。 


2000 年 ,被 国际 数学 家 联合 会 确定 为 数学 年 ,目的 是 让 
公众 了 解数 学 。 

广西 教育 出 版 社 出 版 《走向 科学 的 明天 丛书》, 其 中 包括 
的 数学 学 科 一 套 共 6 册 。 数 学 学 科 的 内 容 是 如 此 广泛 ,一 套 
科普 丛书 是 不 可 能 介绍 完全 的 。 我 们 只 选择 一 些 重 要 的 、 比 
较 熟 悉 的 部 分 向 读者 做 一 些 力所能及 的 介绍 ,希望 本 处 书 能 
帮助 读者 对 当代 数学 及 其 前 景 作 一 管窥 。 

数学 全 套 书 由 以 下 6 册 组 成 ; 

1.《 数 学 的 明天 》, 这 是 我 个 人 对 现代 数学 的 一 些 感受 ， 
主要 由 一 些 新 闻 和 故事 组 成 ,期 望 从 整体 上 看 看 数学 。 

2.《 集 合 与 面积 ), 这 是 一 本 涉及 无 限 的 书 ,是 现代 数学 
的 精华 部 分 ,我 们 做 了 简单 的 描述 。 主 要 作者 是 李 圳 玲 和 人 金 
家 样 。 苏 明 鲍 、 刘 青 、 吴 作 章 写 了 一 些 初稿 。 

3.( 精 益 求 精 的 最 优化 ) ,反映 了 人 类 期 望 用 数学 方法 求 
得 精确 控制 经 济 、 管 理 、 军事 以 及 生产 过 程 的 愿望 。 李 惠 玲 
是 主要 作者 。 参 加 写作 的 有 施 洪亮 、 刘 开 峰 和 刘 玲 。 

4.《 大 千 世 界 的 随机 现象 ), 主 要 介绍 概率 和 数理 统计 的 
简单 内 容 。 当 "降水 概率 "在 电视 屏幕 上 出 现时 ,高 中 毕业 生 
却 全 然 没 有 在 课堂 上 听 说 过 “概率 "”, 这 是 数学 教育 的 悲哀。 
对 这 本 书 , 我 花 了 一 些 力气 , 刘 萍 作 了 一 些 整 理工 作 。 初 稿 
由 张 东 鸿 、 李 雪 峰 、 何 君 等 完成 。 

5.《 组 合 数 学 方兴未艾 ), 对 未 来 会 有 重大 发 展 的 一 门 学 
科 做 了 介绍 。 计 算 机 是 “离散 ”的 ,数据 是 离散 的 。“ 组 合 ”" 爆 
炸 是 一 个 现实 问题 。 书 中 谈 了 许多 中 国 古 代数 学 家 的 贡献 。 
此 书 由 王 春 萍 、 张 建国 写 初稿 。 

6.《 平 面 几何 定理 的 机 器 证 明 》, 是 一 本 介绍 当代 中 国 数 
学 家 成 就 的 普及 性 书 藉 。 由 江西 师范 大 学 孙 申 椿 教授 撰写 ， 
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预想 会 受到 读者 的 关注 。 

这 套 书 是 1998 年 动手 写 的 。 我 拟订 了 提纲 。 开 始 时 由 
华东 师范 大 学 数学 系 一 批 研究 生 写 初稿 , 开 过 几 次 会 。 有 些 
同学 很 用 心 , 写 得 不 错 。 不 过 毕竟 第 一 次 写作 ,需要 改动 之 
处 其 多 ,有 许多 则 完全 是 另起炉灶 。 我 在 匆忙 中 找 李 惠 玲 教 
授 帮 忙 。 她 费 了 许多 工夫 。 

由 于 匆忙 ,参与 的 人 多 ,错误 之 处 在 所 难免 ,对 此 心中 十 
分 志 起 , 诚 民 地 希望 读者 原谅 。 

数学 不 像 有 些 人 宣传 的 那样 ,存在 “数学 危机 "。 数 学 在 
一 日 千里 地 前 进 。 祝 愿 中 国 数学 繁荣 发 展 , 尽 早 实现 “21 世 
纪 数 学 大 国 ” 梦 想 。 


种 喘 宙 


1999 年 12 月 


写 在 前 面 的 话 


1977 年 ,我 国 著名 数学 家 吴 文俊 院士 的 学 术 论 文 “初等 
几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 ” 在 《中 国 科学 》(1977 年 第 6 期 ) 
上 正式 发 表 , 文 中 提出 了 几何 定理 的 机 器 证 明 的 新 方法 ,从 而 
掀 开 了 数学 定理 的 机 器 证 明 这 一 研究 领域 的 新 的 一 页 。 他 首 
次 在 计算 机 上 证 明了 一 大 批 很 不 简单 的 初等 几何 定理 ,从 而 
开创 了 从 公理 化 到 机 机 化 的 一 条 新 路 。 吴 文俊 创立 的 几何 定 
理 的 机 器 证 明 的 方法 在 国际 上 被 誉 为 匡 方法 , 吴 方 法 的 影响 
是 世界 性 的 ,在 吴 方 法 的 影响 下 ,美国 等 十 儿 个 国家 的 科学 家 
相继 发 表 了 数 以 百 计 的 学 术 论 文 。 吴 方法 不 仅 实现 了 一 大 批 
初等 几何 定理 的 机 器 证 明 , 更 重要 的 是 里 文俊 院士 为 其 方法 
提供 了 严密 的 数学 理论 基础 ,从 而 为 数学 定理 的 机 器 证 明 在 
数学 界 争 得 一 席 之 地 ,现在 可 以 毫 不 含糊 地 说 :数学 可 分 为 公 
理化 数学 与 机 械 化 数学 ,如 果 说 20 世纪 的 数学 是 公理 化 数 
学 ,那么 可 以 预见 ,在 21 世纪 机 械 化 数学 将 占 主 导 地 位 。 

1992 年 , 张 景 中 院士 上 应邀 赴 美 国 访问 ,他 利用 自己 所 创 
立 的 消 点 算法 与 周 成 青 、 高 小 山 等 合作 ,在 Windows 系统 下 ， 
成 功 地 研制 出 具有 可 读 性 的 几何 定理 自动 生成 的 机 器 证 明 软 
件 , 使 人 们 期 待 了 近 三 十 年 的 可 读 性 证 明 第 一 次 在 计算 机 上 
实现 了 ,计算 机 不 仅 能 自动 生成 并 显示 出 与 在 纸 上 用 笔算 的 

了 


步骤 相 一 致 的 算式 ,而 且 能 以 动态 作 图 形式 ,将 图 形 在 屏幕 上 
画 出 来 。 

1986 年 洪 加 威 在 (中 国 科学 》 上 发 表 论 文 指 出 :对 于 一 类 
平面 儿 何 定理 ,按照 一 个 简单 的 规则 去 举例 子 , 并 且 对 具体 的 
数值 例子 的 计算 到 一 定 的 精确 程度 ,就 完全 可 以 用 来 精确 地 
判定 一 个 一 般 的 几何 问题 ,这 就 是 例证 法 。 由 于 洪 加 威 方法 的 
复杂 性 ,至 今 未 能 在 计算 机 上 实现 。 

几乎 同时 , 张 景 中 院士 和 杨 路 教授 提出 了 数值 并 行 法 , 首 
次 在 计算 机 上 实现 了 用 举例 子 的 方法 证 明 几 何 定 理 。 用 举例 
来 证 明 数 学 定理 ,在 数学 界 一 直 是 很 总 讳 的 事情 。 用 举例 来 证 
明 几 何 定理 ,这 不 仅 在 数学 上 是 漂亮 的 ,而 且 对 其 芹 学 基础 也 
引起 了 很 大 的 震动 。 

近 几 年 , 杨 路 教授 在 几何 不 等 式 的 机 器 证 明 方面 也 取得 
了 突破 性 的 进展 。 可 以 说 ,初等 几何 定理 的 机 器 证 明 的 问题 几 
平 都 是 由 中 国 数学 家 解决 的 。 

面 对 中 国 数学 家 所 取得 的 巨大 的 成 就 ,著名 计算 机 专家 、 
美 藉 华 人 王 浩 教授 认 为 “要 使 每 个 中 国 数学 教师 都 懂得 吴 方 
法 ”, 张 莫 宙 教授 不 久 前 也 指出 :数学 定理 的 机 器 证 明 方 法 的 
书 是 “中 国 数学 教师 当 读 的 ”。 作 者 就 是 在 张 莫 宙 教授 的 邀请 
和 鼓励 下 撰写 这 本 书 的 ,希望 能 引起 读者 的 兴趣 。 

在 张 景 中 院士 的 指导 下 ,我 们 正 与 临 川 二 中 特级 教师 李 
盛 光 合作 ,在 该 校 一 个 班 进 行 让 中 学 生 自 己 动手 在 计算 机 上 
证 明 平 面 几何 定理 的 实验 .通过 实验 ,我 们 希望 能 为 我 国平 面 
几何 的 教学 改革 找到 一 个 突破 口 , 这 就 是 “机 械 化 ”， 以 求 对 平 
面 几何 难 学 这 一 世界 性 难题 进行 一 次 探索 。 只 要 我 们 坚持 实 
验 和 研究 ,相信 中 学 数学 机 械 化 一 定 会 在 我 国 首先 实现 .我 更 
相信 ， 经 过 几 代 人 ,甚至 更 长 时 间 的 努力 ,将 来 学 习 平面 几何 
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会 像 殉 游戏 机 那样 容易 ,那样 有 趣 ! 

在 本 书 编 写 过程 中 得 到 了 广西 教育 出 版 社 的 支持 和 帮 
助 ,在 此 表示 感谢 。 由 于 本 人 水 平 有 限 ,难免 会 有 跤 漏 , 望 读者 
指正 。 


和 由 棒 
1999 年 12 月 于 南昌 
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砍 几 里 得 的 (几何 原本》 


i 


欧 几 里 得 (活动 于 约 公元 前 300 年 ) 的 
《几何 原本 ;一 书 , 是 世界 上 流传 最 广 、 再 版 
次 数 最 多 的 科技 书籍 。 仅 从 1482 年 到 19 
世纪 末 ,《 几 何 原本 已 用 各 种 文字 出 版 了 
1000 次 以 上 。 历史 上 还 没有 哪 一 本 科技 书 
籍 对 人 类 的 影响 超过 它 , 直 到 今天 它 仍然 
占据 着 中 学 课堂 . 欧 几 里 得 的 名 字 在 20 世 
纪 以 前 一 直 是 几何 学 的 同义词 。 为 什么 欧 
几 里 得 几何 会 有 如 此 魅力 ? 主要 是 它 在 科 
学 上 ,特别 是 教育 上 的 出 色 成 就 。 首 先 , 欧 
几 里 得 将 前 人 积累 的 几何 成 果 总 结 成 从 少 
数 几 个 原始 概念 及 公认 的 命题 (公理 ) 出 
发 ,用 逻辑 推理 的 方法 ,演绎 成 具有 较为 完 
整 科学 体系 的 几何 学 ,开创 了 公理 化 数学 

了 


的 先河 ,这 在 人 类 科学 史上 是 一 个 伟大 的 创举 。 其 次 ,几何 原 
本 》 把 形象 的 几何 图 形 与 严密 的 推理 论证 结合 起 来 ,使 得 它 的 
理论 能 为 大 多 数 人 而 不 仅仅 是 少数 数学 家 所 接受 。 第 三 ,了 
何 原本 ) 向 学 生 提供 了 丰富 多 彩 、 从 易 到 难 的 任何 一 个 级 别 的 
习题 ,因而 能 激发 学 生 高 度 的 学 习 兴 趣 , 使 他 们 能 全 身心 地 投 
入 到 学 习 中 去 ,这 是 其 他 任何 课程 所 无 法 比拟 的 。 直 到 今天 人 
们 还 在 不 断 地 发 现 欧 几 里 得 几何 的 新 定理 和 新 证 明 .第 四 ,在 
培养 学 生 逻 辑 推理 能 力 方面 , 欧 几 里 得 几何 有 其 独到 之 处 , 它 
能 充分 发 挥 学 生 的 个 性 ,使 学 生灵 活 地 去 思考 问题 ,直到 现在 
还 未 找到 更 好 的 方式 来 代替 它 。 

但 是 平面 几何 太 难 学 了 ,我们 不 妨 讲 一 个 古老 的 故事 .十 
希腊 有 位 叫 托 勒 密 的 国王 ,曾经 向 欧 几 里 得 本 人 学 过 几何 学 ， 
但 是 国王 被 几何 学 中 一 连 串 的 公理 .定义 .定理 弄 得 头 昏 脑 
胀 ,对 几何 问题 不 知 从 何 处 下 手 , 于 是 托 勒 密 国 王 就 问 欧 几 里 
得 :“ 亲 爱 的 欧 几 里 得 先生 ,能 不 能 把 你 的 几何 弄 得 简单 些 。” 
欧 几 里 得 回答 说 ;“ 没 有 一 条 专 为 国王 而 设 的 通 往 几何 的 路 。” 
人 们 在 讲述 这 个 古老 的 故事 时 ,总 是 对 数学 家 欧 几 里 得 怀 着 
敬佩 之 情 。 欧 几 里 得 讲 出 了 一 个 真理 ,国王 和 平民 一 样 ,只 有 
老 老实 实地 去 学 习 , 才 能 掌握 几何 学 ,科学 不 会 因为 你 是 国王 
而 变 得 容易 起 来 .但 是 国王 的 话 却 道 出 了 几何 学 习 者 的 心声 。 
2000 多 年 来 ,几何 被 公认 为 难 学 的 课程 ,学 生成 绩 好 坏 的 分 
化 往往 是 从 几何 这 门 课 开始 的 。 能 不 能 使 几何 变 成 一 门 更 容 
易学 的 课程 ,一 直 是 人 们 所 探索 的 问题 。 

对 于 欧 几 里 得 的 生平 ,现在 知道 的 很 少 .他 早年 大 概 就 学 
于 雅典 , 深 知 柏拉图 的 学 说 。 公 元 前 300 年 左右 ,应 托 勒 密 王 
的 邀请 ,在 亚历山大 从 事 教 学 工作 ,并 在 该 处 授 徒 。 他 是 一 位 
温 良 敦厚 的 教育 家 。 
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欧 几 里 得 将 前 人 积累 的 几何 成 果 整 理 系 统 化 ,并 加 以 提 
高 ,总 结 成 一 部 流芳 千古 的 巨著 一 一 《几何 原本 》。 张 景 中 院士 
称 《 几 何 原本 》* 是 对 数学 材料 进行 再 创造 的 第 一 个 取得 辉煌 
成 就 的 范例 ”《 几 何 原本 》 属 于 教育 数学 (不 同 于 数学 教育 ) 的 
范畴 .真正 的 《几何 原本 》 并 没有 流传 下 来 , 留 下 来 的 都 是 一 些 
修订 本 , 较 早 发 现 的 是 公元 4 世纪 来 自 亚 历 出 大 的 狄 恩 的 修 
订 本 。 公 元 10 世纪 在 焚 蒂 冈 图 书馆 发 现 了 希腊 的 手稿 ,这 是 
狄 因 以 前 欧 几 里 得 著作 的 一 个 手 朱 本。 后 来 的 4 几何 原本 ;的 
内 容 主 要 来 自 于 这 两 个 手 抄本 。 

我 国 最 早 的 译本 是 1607 年 由 利 马 窦 (意大利 的 传教 士 ， 
曾 在 我 国 澳门 居住 过 )、 徐 光 启 合 译 的 《几何 原本 》 的 前 六 卷 ， 
和 1857 年 由 伟 烈 亚 力 、 李 善 兰 合 译 的 后 七 卷 。 据 说 元 朝 也 曾 
有 过 译本 ,但 已 失传 。 

以 狄 因 修 订 本 为 准 ,《 几 何 原本 ) 共 13 卷 ,467 个 命题 。 

13 卷 的 主要 内 容 为 ; 

第 一 卷 ” 给 出 了 23 个 定义 ,5 条 公设 .9 条 公理 .三 角形 
全 等 , 边 角 关 系 \、 平 行 线 .平行 四 边 形 等 。 

第 二 卷 ” 讨 论 了 线段 的 运算 。 

第 三 卷 ” 关 于 圆 的 37 个 命题 ,讨论 了 圆 的 性 质 。 

第 四 卷 ” 圆 的 内 接 多 边 形 和 外 切 多 边 形 。 

第 五 卷 ”比例 理论 。 

第 六 卷 ” 用 比例 研究 相似 多 边 形 。 

第 七 、. 八 、 九 卷 ” 数 论 ( 算 术 )。 

第 十 卷 ”不 可 公 度 量 的 分 类 和 它们 的 几何 运算 。 

第 十 一 ,十 二 .十 三 卷 ” 立 体 几 何 。 

其 中 的 7 个 定义 是 : 

(1》 点 是 没有 部 分 的 。 


(2) 线 有 长 度 没 有 宽度 。 

(3) 线 的 界限 是 点 。 

(4) 直线 是 这 样 的 线 , 它 上 面 的 点 是 一 样 放置 着 的 。 

(5) 面 只 有 长 度 和 宽度 。 

(6) 面 的 界限 是 线 。 

(7) 平面 是 这 样 的 面 , 它 上 面 的 直线 是 一 样 放置 着 的 。 

5 条 公设 为 ， 

(1) 从 每 一 点 到 另 一 点 必定 可 以 引 直线 。 

(2) 每 条 直线 可 以 无 限 延长 。 

(3) 以 任意 点 为 中 心 ,任意 线段 长 为 半径 可 作 圆 。 

(4) 所 有 直角 都 相等 。 

(5) (平行 公理 ) 两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 截 , 若 在 某 一 
侧 的 内 角 和 小 于 两 直角 , 那 未 这 两 条 直线 必 相 交 。 

9 条 公理 为 ; 

(1) 等 于 同 量 的 量 相等 。 

《2) 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 。 

(3) 等 量 减 等 量 , 其 差 相等 。 

(4) 不 等 量 加 等 量 , 其 和 不 等 。 

(5) 等 量 的 两 倍 仍 相 等 。 

(6) 等 量 的 一 半 仍 相等 。 

(7) 能 重合 的 量 相等 。 

(8) 整体 大 于 部 分 。 

(9) 两 条 直线 不 能 包围 一 部 分 空间 。 

欧 几 里 得 从 23 个 定义 .5 条 公设 .9 条 公理 出 发 ,用 逻辑 
推理 的 方法 演绎 成 一 门 几何 学 ,也 称 欧 几 里 得 几何 (基本 上 是 
中 学 的 几何 ) ,开创 了 公理 化 数学 的 先河 。 正 因为 如 此 , 欧 几 里 
得 的 名 字 与 几何 学 成 了 同 义 语 而 流芳 千古 。 
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但 是 , 欧 几 里 得 的 4 几何 原本 》 至 少 存在 以 下 5 个 方面 的 
缺陷 。 第 一 ,有 些 定义 含糊 不 清 , 有 时 无 法 理解 ,用 的 都 是 一 些 
日 常用 语 ,而 不 是 精确 的 数学 语言 .如 “点 是 没有 部 分 的 ”"“ 线 
有 长 度 没 有 宽度 "等 ,第 二 ,证 明 过 程 常常 依赖 直观 ,这 样 可 能 
由 于 作 图 不 准确 或 直观 错觉 ,导致 得 出 不 正确 的 结论 。 第 三 ， 
公理 系 不 完备 ,缺少 顺序 公理 .合同 公理 和 连续 公理 ,第 四 ,有 
些 公理 不 独立 ,例如 ,第 四 公设 “所 有 直角 都 相等 ”很 容易 从 别 
的 公理 推导 出 来 。 第 五 ,利用 图 形 移动 不 变性 ,用 选 合 (重合 ) 
来 证 明 全 等 ,此 法 至 少 有 两 点 不 足 :中 移动 .重合 概念 没 膛 
辑 依据 。@ 为 什么 会 有 图 形 移动 的 不 变性 及 哪些 几何 性 质 在 
图 形 移动 中 不 变 都 没 交待 清楚 ,也 不 可 能 交待 清楚 。 


从 希 尔 伯 特 公理 系 
到 张 早 中 公理 系 
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为 了 克服 上 面 提 到 的 欧 几 里 得 《几何 
原本 3》 中 所 存在 的 缺陷 ,人 们 主要 从 以 下 两 
个 方面 进行 研究 。 

一 方面 是 对 《几何 原本 》 的 批判 ,完善 
欧 几 里 得 几何 公理 系 

早 在 公元 3 世纪 就 有 人 敢于 对 《几何 
原本 》 提 出 过 批判 。 著 名 数学 家 高 斯 对 《 几 
何 原 本 》 中 缺乏 “ 介 于 ”关系 的 清晰 定义 提 
出 过 批判 ,他 还 找到 一 些 实例 说 明 ,在 缺少 
对 “ 介 于 ”关系 正确 定义 的 情况 下 ,往往 会 
导致 错误 的 证 明 。1757 年 ,法 国 数学 家 达 
朗 贝 尔 提出 ,为 了 适应 时 代 的 需要 ,新 编 的 
几何 教材 应 是 平面 几何 与 立体 几何 的 适当 
结合 ,使 用 解析 法 , 微 积分 思想 应 占 重要 位 


置 。1794 年 数学 家 勒 让 德 写 了 一 本 新 几何 教材 ,影响 颇 大 , 它 
比较 精炼 ,减少 繁琐 的 .过 分 追求 技巧 的 练习 。 

在 完善 欧 几 里 得 公理 体系 的 过 程 中 ,德国 大 数学 家 希 尔 
伯 特 功 不 可 没 ,他 在 1899 年 出 版 的 《几何 基础 一 书 ,是 一 部 
公认 的 公理 化 方面 的 经 典 不 朽 之 作 。 他 在 书 中 完全 按 弃 了 对 
几何 对 象 点 、 线 、 面 ,以 及 由 它们 构成 的 图 形 的 性 质 的 直观 描 
述 。 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 }? 中 阐明 了 现代 公理 化 的 基本 思想 : 
先 提出 几 个 不 加 定义 的 原始 概念 ,并 列 出 规定 这 些 原 始 概念 
之 间 关 系 的 若干 条 公理 ,组 成 一 个 公理 系 ,然后 从 这 些 基 本 概 
念 和 公理 系 出 发 ,利用 逻辑 推理 方法 ,导出 一 系列 的 命题 ( 定 
理 ), 同 时 ,还 可 以 定义 新 的 概念 ,得 到 新 的 定理 ,这 样 就 形成 
了 一 门 几 何 学 的 全 部 内 容 。 

希 尔 伯 特 提出 了 6 个 原始 概念 :点 、 线 \ 面 .在 …… 之 间 、 
在 …… 之 上 、 合 同 于 ,5 个 基本 关系 :两 个 结合 关系 (点 与 直线 
结合 ,点 与 平面 结合 ) 1 个 顺序 关系 (一 点 在 另 两 点 之 间 )、 两 
个 合同 关系 (线段 与 线段 合同 、 角 与 角 合 同 ) ,并 逐步 提出 5 类 
共 20 条 公理 的 公理 系 , 即 希 尔 伯 特 欧 氏 几何 公理 系 ,它们 分 
别 是 ， 

1. 关联 公理 ( 亦 称 结合 公理 或 从 属 公理 ) 

〈1)》 对 于 两 个 不 同 的 点 , 恒 有 一 条 直线 通过 其 中 每 一 个 点 。 

(2) 对 于 两 个 不 同 的 点 ,至 多 有 一 条 直线 通过 这 两 个 点 。 

(3) 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 不 同 的 点 ,至 少 有 三 个 点 不 
在 同一 条 直线 上 。 

(4) 对 于 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 , 恒 有 一 个 平面 通过 
其 中 每 一 个 点 ,每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 。 

(5) 对 于 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 ,至 多 有 一 个 平面 通 
过 其 中 每 一 个 点 。 


(6) 如 果 直 线 a 上 有 两 个 (不 同 的 ) 点 在 平面 上 ,那么 
直线 a 的 每 个 点 都 在 平面 a 上 。 

(7) 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 至 少 有 另 一 个 公 
共 点 。 

(8) 至 少 有 四 个 点 不 在 同一 个 平面 上 。 

其 中 ,“ 通 过 ”这 一 词 可 用 其 他 词 代替 ,例如 “直线 a 通过 
点 A 和 B 的 每 一 点 ”这 句 话 ,可 用 “4 和 B 属于 a” 或 “a 连接 
4 和 B” 代 均等 。 

2. 顺序 公理 ( 亦 称 介 于 公理 ) 

(1) 如 果 点 了 在 点 4 与 点 C 之 间 , 那 +: 
么 4.B、C 是 同一 条 直线 上 三 个 不 同 的 图 2-1 
点 ,而 且 点 8 在 点 C 和 点 4 之 间 。 

(2) 对 于 任意 两 个 (不 同 的 ) 点 4 和 
点 B, 至 少 有 一 点 C ,使 点 B 在 点 4 与 点 C 图 2 ? 
之 间 。 

(3) 在 同一 条 直线 上 任意 三 
个 不 同 的 点 中 ,至 多 有 一 个 点 在 其 人 
他 两 个 点 之 间 。 

(4) (巴士 公理 ) 设 4.B、.C 三 
点 不 在 同一 条 直线 上 ,而 直线 a 在 
平面 4BC 上 ,但 不 通过 A、B.C 中 
任何 一 点 。 如 果 a 通过 线段 AB 的 图 2 3 
一 内 点 , 则 它 必定 也 通过 线段 BC 的 一 内 点 或 4C 的 一 内 点 。 

3. 合同 公理 ( 亦 称 全 合 公理 ) 

(1) 设 4.B 是 直线 a 上 两 个 不 同 的 点 ,4' 是 同一 或 另 一 
直线 a 上 的 点 ,那么 在 a 上 4' 的 指定 一 侧 恒 有 点 B' ,使 线段 
AB 和 A'B' 合 同 (相等 或 全 合 ), 记 为 AB 二 4'B'。 

8 


(2) 如 果 两 条 线段 (相同 的 或 不 同 的) 都 与 第 三 条 线段 合 
同 ,那么 这 两 条 线段 合同 (相等 )。 简 言 之 , 若 4'B' 二 4B,A”B” 
三 4B, 则 4'B' 二 A”B”。 

(3) 设 4B 和 BC 是 直线 a 上 两 条 没有 公共 内 点 的 线 
段 ,A'B' 和 B'C' 是 同一 或 男 一 直线 a 上 两 个 没有 公共 内 点 的 
线段 。 如 果 4B 与 4'B' 合 同 ,BC 与 B'C' 合 同 ,那么 AC 与 
44C' 合 同 。 简 言 之 ,车 4B 寺 4'B' 而 且 BC 三 B'C', 则 4C 王 
A'C' (线段 可 加 性 )。 


A 了 C A' B’ C’ , 
一 L | a 1 
图 2-4 

(4) 已 知 平面 a 上 / h 


的 一 个 角 了 (hh,k), 同 一 
或 另 一 平面 a 上 的 一 条 
直线 a 和 a’ 上 以 O' 为 顶 
点 的 射线 有 ,那么 在 a 上 
a' 的 指定 一 侧 恰 有 一 条 射 
线 如 ,使 (hh，,) 与 国 25 

一 ( 产 光 ) 人 合同; 一 (PE) 与 自身 合同 。 

《5) 对 于 两 个 三 角形 4BC 和 4'B'C' ,如 果 线 段 4B 与 
A'B' 合 同 ,线段 4C 与 4'C' 合 同 , 人 BAC 与 人 B'A'C' 合 同 ， 
那么 人 4ABC 与 人 A'B'C' 合 同 。 

4. 平行 公理 

设 a 是 任 一 直线 ,A 是 a 外 的 任 一 点 ,在 a 与 A 所 确定 
的 平面 上 至 多 有 一 条 直线 通过 4 且 与 a 不 相交 。 

5. 连续 公理 


《1) 《〈 阿 基 米 德 公理 或 度量 公理 ) 对 于 任意 线段 AB 与 
CD, 在 以 点 4 为 顶点 ,通过 点 B 的 射线 上 ,存在 有 限 个 点 4,、 
Ass “Ans 使 得 线段 AA\、AiAs、 ~ Ai1A, 都 与 CD 合 
同 , 而 且 点 B 在 点 4 与 4; 之 间 。 

(2) 《直线 完备 性 公理 ) 直 线 上 的 点 所 成 的 点 集 ,连同 其 
顺序 关系 和 合同 关系 ,不 能 再 行 扩充 ,使 得 扩充 以 后 , 仍 满足 
关联 公理 ,顺序 公理 ,合同 公理 、 阿 基 米 德 公 理 。 这 就 是 说 ,不 
可 能 在 这 条 直线 上 增加 新 点 ,使 得 原来 的 点 和 新 点 所 组 成 的 
点 集 还 适合 关联 公理 .顺序 公理 、 合 同 公 理 、 阿 基 米 德 公 理 。 

根据 以 上 5 类 20 条 公理 ,利用 逻辑 推理 的 方法 就 可 以 得 
到 欧 几 里 得 几何 的 全 部 内 容 。 在 希 尔 伯 特 公理 系 上 所 建立 的 
欧 氏 几何 ,完全 克服 了 上 面 提 到 的 《几何 原本 》 中 所 存在 的 缺 
陷 ,使 得 欧 风 里 得 几何 公理 系 达 到 非常 完美 的 境界 。 希 尔 伯 特 
所 提出 的 公理 化 方法 ,不 仅 开 创 了 用 现代 公理 化 方法 演绎 成 
一 门 数 学 学 科 一 一 几何 学 ,而 且 对 20 世纪 现代 数学 产生 了 深 
远 的 影响 。 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,20 世纪 的 数学 基本 上 是 公理 
化 数学 。 但 是 希 尔 伯 特 的 欧 几 里 得 公理 系 也 有 它 的 缺陷 , 那 就 
是 它 使 几何 离开 人 们 更 远 , 变 成 了 数学 家 的 几何 ,而 不 是 大 众 
的 几何 ,就 连 希 尔 伯 特 本 人 也 不 愿意 在 自己 的 公理 系 上 去 建 
立 欧 几 里 得 几何 ,因为 这 太 繁 太 难 了 。 

如 何 判定 一 个 公理 系 的 合理 性 ? 希 尔 伯 特 在 其 著作 《4 几何 
基础 中 对 公理 系 的 合理 性 提出 了 三 条 标准 。 

第 一 , 相 容 性 。 就 是 在 一 个 合理 的 公理 系 中 ,各 个 公理 之 
间 没 有 矛盾 。 即 在 一 个 公理 系 中 ,公理 与 公理 之 间 不 能 相互 矛 
盾 。 如果 在 一 个 公理 系 下 ,能 推出 两 个 相互 矛盾 的 命题 。 那 么 
这 一 公理 系 一 定 有 问题 。 因 此 公理 系 的 无 矛盾 性 或 称 为 相 容 
性 是 对 公理 系 的 最 起 码 的 要 求 。 
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第 二 ,独立 性 。 公 理 系 中 每 一 条 公理 不 会 是 多 余 的 , 即 其 
中 任何 一 条 公理 都 不 能 由 这 个 公理 系 中 其 他 公理 推导 出 来 。 
也 就 是 说 ,在 一 个 合理 的 公理 系 中 ,每 个 公理 都 是 相互 独立 
的 。 公 理 具有 独立 性 ,说 明 它 所 包含 的 公理 个 数 是 极 少 的 。 

第 三 ,完备 性 。 即 满足 这 个 公理 系 本 质 上 只 有 一 个 ,不 能 
再 添加 新 的 独立 公理 到 此 公理 系 中 ,加 上 去 就 会 产生 矛盾 。 完 
备 性 表明 ,公理 系 中 公理 个 数 是 极 大 的 。 

检验 一 个 公理 系 是 和 理 合理 的 三 条 标准 看 起 来 似乎 很 简 
单 , 也 能 为 人 们 所 接受 ,但 是 如 果 你 要 去 检验 一 个 公理 系 是 否 
符合 这 三 条 标准 , 却 不 是 一 件 容 易 的 事 。 例 如 一 个 公理 系 的 无 
矛盾 性 ( 相 容 性 ) 是 最 重要 的 ,如 果 一 个 公理 系 中 的 公理 之 间 
相互 矛盾 , 那 就 没有 人 信服 这 个 公理 系 的 正确 性 ,也 就 没有 必 
要 从 这 一 有 问题 的 公理 系 去 建立 一 门 数学 学 科 .但 是 , 推 不 出 
矛盾 并 不 能 保证 这 个 公理 系 是 没有 矛盾 的 ,只 是 你 暂时 没有 
认识 到 ,将 来 可 能 会 推出 矛盾 ,因此 用 直接 的 方法 去 检验 这 三 
条 标准 是 相当 困难 的 。 

希 尔 伯 特 所 提出 的 检验 公理 系 的 合理 性 的 三 条 标准 中 ， 
公理 的 无 矛盾 性 ( 相 容 性 ) 是 必要 的 ,但 是 对 于 一 门 学 科 来 说 ， 
公理 的 独立 性 和 完备 性 并 不 是 必需 的 条 件 。 例 如 满足 希 尔 伯 
特 欧 几 里 得 几何 公理 系 中 关联 公理 、 顺 序 公 理 、 合 同 公 理 、 连 
续 公 理 的 称 为 绝对 几何 学 。 在 这 套 公理 系 上 能 建立 另 一 门 几 
何 学 一 一 绝对 几何 学 ,显然 这 个 公理 系 是 不 完备 的 ,因为 加 上 
平行 公理 它 才 完备 。 公 理 系 的 完备 性 是 非常 完美 的 ,可 是 公理 
系 的 不 完备 却 能 使 我 们 的 研究 更 丰富 多 采 。 而 公理 系 的 独立 
性 是 使 公理 系 中 公理 的 个 数 最 少 , 这 往往 会 增加 难度 .因此 在 
中 学 几何 教材 中 ,并 不 能 引进 完美 的 希 尔 伯 特 的 欧 里 几 得 几 
何 公理 系 , 而 是 要 添加 一 些 并 不 独立 的 公理 ,这样 就 可 以 降低 

了 了 


难度 ,便于 中 学 生 学 习 。 

另 一 方面 ,从 现代 数学 的 角度 考虑 欧 几 里 得 几何 公理 

怎样 用 现代 数学 的 观点 来 处 理 欧 氏 几何 公理 系 呢 ? 集合 
论 是 现代 数学 的 基础 ,如 果 在 一 个 集合 中 引进 一 定 的 数学 结 
构 , 例 如 加 、 减 、. 乘 、 除 等 代数 运算 以 及 长 度 都 可 以 成 为 一 种 数 
学 结构 ,就 可 以 使 其 成 为 某 一 现代 数学 的 理论 .如 向 量 空 间 就 
是 在 集合 中 引进 了 满足 一 定 规则 的 向 量 加 法 运算 和 向 量 数 乘 
运算 的 集合 .德国 数学 家 外 尔 在 向 量 空间 的 基础 上 ,建立 了 一 
套 欧 氏 几何 公理 系 , 它 是 由 向 量 加 法 公理 .向 量 数 乘 公理 、 向 
量 内 积 公理 、 维 数 公 理 和 向 量 存在 公理 等 5 组 17 条 公理 组 
成 ,这 里 就 不 评述 ,请 参考 有 关 书 籍 。 外 尔 的 欧 氏 几何 公理 系 
与 希 尔 伯 特 的 欧 氏 几何 公理 系 是 等 价 的 。 

如 果 在 集合 中 引进 距离 (距离 是 通常 长 度 概念 的 推广 ) 这 
一 数学 结构 , 那 它 成 为 距离 (度量 ) 空 间 . 下 面 我 们 介绍 度量 空 
间 的 概念 。 

定义 设 M 是 一 个 非 空 集 合 , 对 于 M 中 的 任意 元 素 ( 也 
可 称 为 点 )z、.y, 都 能 确定 一 个 非 负 的 实数 p(x,y)( 设 z 是 MM 
中 另 一 元 素 ) ,满足 

(1)〈 非 负 性 )p(zx,y) 守 0, 当 上 且 仅 当 x 一 y 时 ,有 p(x,y) 
=0; 

(2) (对 称 性 )p(zx,y)= 二 p(y,X)， 

《3) (三 角 不 等 式 )p(x,z) 志 p(xz,y) 十 p(y,2)。 
则 称 M 为 度量 (距离 ) 空 间 , 记 为 (M,po)。p(z,y) 称 为 点 z 与 
y 之 间 的 距离 。 例 如 平面 上 点 4(x,y) 与 点 B(xi,Y1) 之 间 的 
距离 也 就 是 AR 的 长 度 ,可 定义 为 


p(A,B)=|AB|=NYN (xz) + (yy) 
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在 上 述 定义 中 ,(1) 表 示 距 离 是 非 负 的 ,这 与 长 度 的 性 质 
是 一 样 的 ,(2) 说 明 工 到 y 的 距离 与 y 到 工 的 距离 相等 ,而 
(3) 就 是 长 度 中 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 推广 。 

美国 几何 学 家 帕 鲁 米 查 尔 在 1961 年 出 版 的 《几何 学 的 现 
代 观 点 ) 一 书 中 ,在 度量 空间 的 基础 上 ,提出 了 一 套 新 的 欧 氏 
几何 公理 系 , 这 套 公理 系 关 于 平面 几何 只 有 6 条 公理 。 

公理 1 (M,Pp) 是 度量 空间 。 

公理 2 对 M 中 不 同 的 两 点 A4、B, 总 有 不 同 于 4、B 的 
点 卫 , 使 

pl(A,P)+P(P,B)=0o(A,B). 

些 式 叫做 度量 凸 性 。 

公理 3 对 M 中 不 同 的 两 点 4、B, 总 有 不 同 于 4A、B 的 
点 卫 , 使 


pl(A,B)+p(B,P)=p(A,P). 


此 式 叫 做 度量 外 凸 性 。 
公理 4 空间 M 是 完备 的 。 即 车 已 、.P…… 已 是 MM 
中 的 无 穷 点 列 , 且 lim pCPi,P;) 二 0, 则 存在 一 点 PEM, 使 
CPP) 二 0。 
公理 5 空间 M 含 有 三 点 4.B.C, 使 p(4,B).o(CB,C)、 
2(C,4) 中 没有 一 个 等 于 另外 两 个 之 和 。 
公理 6 对 于 M 中 任意 四 点 4.B.C.D, 有 


0 1 1 1 1 
1 0 eA,B) pAC) pCA,D) 
1 pl(A,B) 0 p(B,C) p(B,D)|=0。 
1 pA,C) p(B,C) 0 pC,D) 
1 p(4,D) p(B,D) p(C,D) 0 
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上 面 的 行列 式 叫 凯 莱 - 门 格 行列 式 , 是 距离 几何 研究 中 的 
一 个 重要 工具 。 

上 述 公理 系 不 易 理解 ,但 它 与 希 尔 伯 特 欧 氏 几何 公理 系 
也 是 等 价 的 。 也 就 是 说 ,从 它 出 发 也 可 以 展开 成 欧 几 里 得 几何 
学 。 公 理 1 表明 M 是 一 个 度量 空间 ,主要 有 “三 角形 两 边 之 和 
大 于 第 三 边 ” 这 一 性 质 ; 公 理 2 保证 了 两 点 之 间 还 有 点 ;公理 
3 保证 了 线段 可 以 延长 ;公理 4 保证 了 在 M 中 ,极限 运算 是 
封闭 的 ;公理 5 保证 了 至 少 有 三 点 不 共 线 ;公理 6 的 几何 意义 
是 平面 上 任意 四 点 形成 的 “四 面体 ”体积 为 0。 

不 论 是 希 尔 伯 特 欧 氏 几何 公理 系 , 还 是 外 尔 或 帕 鲁 米 查 
尔 所 提出 的 公理 系 , 虽 然 都 非常 完美 ,有 的 还 很 现代 ,但 是 它 
们 都 有 一 个 共同 的 缺陷 , 那 就 是 公理 系 与 解 题 方法 没有 什么 
联系 。 也 就 是 说 掌握 了 公理 系 , 还 不 能 悟 出 解 题 的 道道 来 。 能 
不 能 建立 一 种 欧 氏 几何 公理 系 , 使 它 与 解 题 方法 联系 起 来 ?我 
国 著名 数学 家 张 景 中 院士 就 在 这 方面 有 所 突破 ,下 面 我 们 介 
绍 张 景 中 的 欧 几 里 得 几何 公理 系 。 

从 1975 年 开始 , 张 景 中 院士 就 以 一 种 新 的 观点 去 考虑 欧 
几 里 得 几何 。 他 利用 面积 的 方法 去 审视 欧 几 里 得 几何 公理 系 。 
1996 年 他 在 《平面 几何 新 路 (基础 部 分 )) 一 书 中 ,成 功 地 提出 
了 哆 氏 几 何 新 的 公理 系 。 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系 由 3 组 共 11 
条 公理 组 成 ,它们 分 别 是 : 

1, 第 一 组 公理 (距离 公理 ) 

距离 公理 ”任意 两 点 4、B 确定 一 个 非 负 实 数 14B|, 叫 
做 点 4 与 B 之 间 的 距离 。 

直线 惟一 公理 ”经 过 不 同 的 两 点 4、B 有 且 仅 有 一 条 直 
线 , 记 为 4B。 

直线 完备 公理 ”对 任 一 条 直线 4AB, 存 在 AB 到 实数 集 
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的 一 一 对 应 ,使 得 若 已 .Q 分 别 对 应 于 xz、y,P.Q 之 间 的 距离 
定义 为 
|PQI=1z 一 >| 。 

2. 第 二 组 公理 (面积 公理 ) 

面积 公理 ” 任 三 点 4、.B.C 对 应 一 个 非 负 实数 Se 一 
Saca* 叫 做 三 角形 ABC 的 面积 ,存在 不 同 的 三 点 X、Y、.Z 使 
Saz>0。 当 Sax=0 时 ,4.B、C 三 点 在 同一 直线 上 。 

线性 公理 车 A、B.C 
三 点 在 同一 直线 上 ,|BC|= 人 
t|4B|, 则 对 于 任 一 点 卫 , 有 


Sppgc—tS papo 


如 图 2-6。 C 
维 数 公理 ”任意 四 点 A、 B 
B、C.D 所 连 成 的 6 条 线段 4 
中 ,如 果 任 意 两 条 都 没有 公共 图 2-6 


内 点 , 则 四 个 面积 $4gc、Sasp、Sacp、Sacp 之 中 , 必 有 一 个 等 于 另 
外 三 个 之 和 。 
面积 分 割 公理 ”对 任意 
不 共 线 三 点 4A、B、C 和 满足 和 
条 件 十 ?十 x 一 Saac 的 三 个 
非 负 实 数 .yz, 有 且 仅 有 
一 点 己 , 满 足 Spgc 二 工 ， Spac 
二 y,Spas 二 z, 并 且 PP 在 平面 Cc 
ABC 上 。 如 图 2-7。 4 
3. 第 三 组 公理 (角度 公 图 2-7 
理 ) 
角度 公理 ”任意 三 点 4、.P、B, 当 P 忆 不 与 4、B 中 任 一 点 
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重合 时 ,确定 一 个 非 负 实数 人 4PB=BP4 委 r。 当 且 仅 当 书 
在 4、B 之 间 时 ,APB==n。 当 且 仅 当 B 在 射线 PA 上 时 ,有 
LAPB=0, 

角度 可 加 性 

(1) 当 ~4PB<r 时 ,对 于 一 4PB 内 或 其 边 上 任 一 不 同 
于 点 了 的 点 Q@, 有 

/APQ+ /QPB= /APB. 
(2) 若 点 己 在 点 4、.B 之 间 , 对 任 一 不 同 于 P 的 点 , 有 
/APQ+ /QPB=7, 

角度 连续 性 当 ~4PB<r 时 ,对 任 一 非 负 实数 a 三 
人 APB, 在 线段 4B 上 有 一 点 Q@, 使 APQ=a。 

刚性 公理 车 人 4PB= 人 CQD, 并 且 |4P|=|1CeQ|， 
|BP|= |DQ|, 则 Sirs=Scep。 

在 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系 中 ,引进 了 三 个 几何 量 ; 距 离 、 
面积 和 角度 ,它们 都 是 由 某 些 点 构成 的 图 形 所 对 应 的 确定 的 
非 负 实数 。 在 距离 公理 中 没有 列 出 144|==0 的 要 求 ,因为 这 
一 性 质 可 从 直线 完备 公理 导出 , 若 点 4 对 应 实数 a, 则 有 
144|=|a—al=0, 

张 景 中 欧 氏 几何 公理 系 有 如 下 特点 : 

(1》 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系 最 大 的 特点 是 第 一 次 将 公理 
系 的 建立 与 解 题 方 法 通过 面积 建立 某 种 联系 ,将 几何 作 图 与 
证 明 步 又 结合 起 来 ,从 而 使 证 明 几 何 命题 可 按 一 定 步 又 进行 。 
它 用 面积 方法 很 快 导出 共 边 定理 、 共 角 定 理 、 勾 股 差 定理 (后 
面 会 介绍 ) 等 解 题 “ 利 剑 ”, 并 在 此 基础 上 创立 了 消 点 算法 。 消 
点 算法 的 基本 思想 ,就 是 将 所 要 证 明 的 结论 化 为 左边 全 部 是 
英文 字母 (代表 点 ) ,右边 是 一 个 数字 ,然后 按 一 定 算法 将 左边 


的 字母 全 部 消去 ,如 果 最 后 得 到 的 数字 与 原先 右边 的 数字 相 
了 6 


同 , 则 命题 就 被 证 明 。 消 点 算法 实质 上 是 一 个 “万 能 算法 ”, 它 
可 以 解决 平面 几何 中 的 大 部 分 问题 。 

(2) 消 点 算法 不 仅 可 以 用 笔 在 纸 上 进 行 演算 ,而 且 可 以 
应 用 于 计算 机 上 进行 初等 几何 定理 的 机 器 证 明 。1992 年 张 景 
中 与 周 感 青 、 高 小 山 合作 应 用 消 点 算法 于 几何 定理 的 机 器 证 
明 的 研究 ,使 得 近 三 十 年 没有 取得 什么 进展 的 自动 生成 可 读 
性 证 明 取 得 了 突破 性 的 进展 ,被 专家 誉 为 “一 个 里 程 碑 ”. 他 们 
在 Windows 系统 下 ,编制 出 “几何 专家 V2.0” 的 软件 ,并 在 计 
算 机 上 证 明了 600 多 个 不 平凡 的 初等 几何 定理 。 而 在 计算 机 
上 所 给 出 的 证 明 与 在 纸 上 演算 的 证 明 完 全 一 致 。 

(3) 这 个 公理 系 完全 符合 现代 公理 系 的 原则 。 从 张 景 中 
欧 氏 几何 公理 系 出 发 ,完全 可 以 推导 出 欧 氏 几何 学 的 全 部 内 
部 ,而 且 它 与 最 现代 的 计算 机 结合 起 来 ,这 将 会 使 平面 几何 的 
教学 产生 变革 性 的 影响 。 

(4) 在 张 景 中 欧 氏 几何 公理 系 中 ,没有 将 平行 公理 列 人 
其 中 ,这 也 是 它 的 特点 之 一 ,前 面 所 提 到 的 任何 欧 氏 几何 公理 
系 中 ,都 不 敢 对 平行 公理 作 变 动 , 因 为 平行 公理 对 欧 氏 几何 学 
太 重 要 了 ,这 说 明 张 景 中 是 一 位 有 胆识 又 具有 创造 性 的 科学 
家 。 
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中 学 平面 几何 的 公理 系 


人 


希 尔 伯 特 从 纯粹 数学 出 发 对 《几何 原 
本 》 的 完善 而 建立 的 欧 几 里 得 几何 的 现代 
公理 系 离 中 学 实际 太 远 ,这 样 就 有 了 从 数 
学 教育 角度 改善 4 几何 原本 》 中 的 缺陷 进行 
的 探索 。 它 要 求 所 建立 的 欧 氏 几 何 公理 系 
既 要 保持 像 《 几 何 原本 》 那 样 为 多 数 人 所 接 
受 , 又 应 具有 科学 性 和 时 代 性 ,以 适应 时 代 
的 要 求 和 中 学 的 实际 。 因 此 数学 教育 要 求 
的 欧 氏 几何 公理 系 , 首 先 要 求 的 是 简明 、 直 
观 、 易 于 展开 ,以 中 学 生 能 接受 为 前 提 。 其 
次 才 要 求 严 谨 、 科 学 和 现代 化 .下面 我 们 介 
绍 儿 套 从 数学 教育 角度 出 发 而 建立 的 中 学 
平面 几何 的 公理 系 。 

由 苏联 科学 院 院士 ,现代 概率 论 的 商 


基 人 柯 尔 莫 哥 洛 夫 主 编 的 苏联 中 学 几何 课本 中 所 提出 的 公理 
系 由 5 组 12 条 公理 组 成 。 

1. 第 一 组 公理 (结合 公理 ) 

(1) 每 一 条 直线 是 点 集 。 

《2) 对 任何 不 重合 的 两 点 ,存在 一 条 且 仅 存在 一 条 直线 
包含 这 两 点 。 

(3) 至 少 存在 一 条 直线 ,每 一 条 直线 上 至 少 有 一 个 点 。 

2. 第 二 组 公理 (距离 公理 》 

(1) 任 两 点 4 和 B, 都 有 一 非 负 实 数 14B| 与 之 对 应 ,这 
个 数 叫 做 点 4 到 点 B 的 距离 , 当 且 仅 当 A、B 两 点 重合 时 , 距 
离 14B|=0。 

(2》 14B|=|1BA|, 

(3) 对 于 任意 三 点 4.B.C, 有 


14Cl 委 1481 十 |BC1。 


3. 第 三 组 公理 (顺序 公理 ) 

〈1)》 同一 直线 上 的 三 点 中 , 必 有 一 点 在 另外 两 点 之 间 。 

(2) 直线 !/ 上任 一 点 DO, 把 直线 /上 除 点 O 以 外 的 点 分 
成 两 个 非 空 子 集 ,使 得 点 O 位 于 分 属于 两 个 子 集 的 任意 两 点 
之 间 。 

(3) 对 于 任何 非 负 实数 a ,在 始点 为 O 的 射线 上 有 且 仅 
有 一 点 PP, 使 |PO|=a。 

(4) 任 一 直线 将 平面 上 不 属于 它 的 点 的 集合 分 为 两 个 非 
空 的 凸 区 域 。 

4. 第 四 组 公理 (运动 公理 ) 

设 直线 4P 和 BQ 分别 是 半 平 面 a 和 B 的 边界 。 存 在 惟 
一 的 位 移 , 把 半 平 面 < 移 到 8 上 ,点 A4 移 到 点 B 处 , 且 射 线 
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4P 移 到 射线 BQ 上 。 

5. 第 五 组 公理 (平行 公理 ) 

经 过 平面 上 任意 一 点 ,至 多 只 能 作 一 条 直线 平行 于 已 知 
直线 。 

上 述 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公 理 系 是 建立 在 现代 数学 度量 空间 的 
基础 上 的 。 其 第 二 组 公理 就 是 度量 空间 的 基本 概念 和 性 质 , 此 
公理 系 把 直线 看 做 集合 ,也 就 是 承认 了 集合 概念 ,在 直线 与 实 
数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ,并 引进 了 运动 ,充分 体现 了 现代 
数学 的 思想 ,又 具有 简明 、 直 观 的 特点 。 

在 日 本 高 中 数学 教科 书 中 , 则 推出 了 更 为 简明 的 中 学 平 
面 几何 公理 系 , 它 只 有 6 条 公理 。 

公理 1 通过 相 异 两 点 的 直线 只 有 一 条 。 

公理 2 直线 7 把 平面 分 成 和 x 两 部 分 。 

(1) 车 两 点 4 和 B 同属 于 一 部 分 , 则 线段 4B 与 直线 / 
不 相交 。 

(2) 车 4、B 两 点 分 属于 两 部 分 , 则 线段 AB 与 直线 1 相 
交 。 

公理 3 已 知 4OB 和 直线 PQ, 则 在 直线 PQ 任 一 侧 ， 
只 能 引 一 条 直线 PR, 使 QPR= 人 A408B， 

公理 4 已 知 线段 4B 和 直线 ! 上 的 点 O, 则 在 ! 上 点 O 
的 一 侧 , 只 能 确定 一 点 C ,使 CC 一 4B。 

公理 5( 全 等 公理 ) 相等 的 线段 .相等 的 角 可 相互 重合 ， 
且 可 重合 的 线段 .可 重合 的 角 相等 。 

公理 6( 平 行 公理 ) 过 不 在 直线 上 一 点 ,只 有 一 条 直线 
与 该 直线 平行 。 

这 套 公 理 系 比 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公理 系 使 用 了 更 多 的 几何 


量 , 它 不 但 涉及 线段 相等 和 角度 相等 ,公理 3、 公理 4 还 介绍 
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了 如 何 作 一 线段 与 已 知 线段 相等 , 作 一 角 与 已 知 角 相等 。 

上 述 两 套 公理 系 只 涉及 平面 几何 ,有 了 平面 几何 公理 系 ， 
扩展 为 立体 几何 公理 是 不 难 的 。 

20 世纪 90 年 代 初 ,我 国 所 使 用 的 统 编 中 学 几何 教材 , 则 
选用 了 如 下 9 条 公理 。 

公理 1 经 过 两 点 有 一 直线 ,并 且 只 有 一 条 直线 。 

公理 2 在 所 有 连接 两 点 的 线 中 ,线段 最 短 。 

公理 3( 平 行 公理 ) 经 过 直线 外 一 点 ,有 一 条 而 且 只 有 
一 条 直线 和 这 条 直线 平行 。 

公理 4 两 条 直线 被 第 三 条 线 所 截 ,如 果 同 位 角 相 等 , 那 
么 这 两 条 直线 平行 。 

公理 5( 边 角 边 公理 ) 有 两 边 和 它们 的 夹 角 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 。 

公理 6( 角 边 角 公 理 ) ”有 两 角 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 。 

公理 7 称 形 面积 等 于 它 的 长 和 宽 的 乘积 。 

公理 8 如 果 一 条 直线 的 两 点 在 一 个 平面 内 ,那么 这 条 
直线 上 所 有 的 点 都 在 这 个 平面 内 。 

公理 9 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 它们 有 且 仅 
有 一 条 通过 这 个 点 的 公共 直线 。 

公理 10 通过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ,有 且 只 有 一 个 平 
面 。 

公理 11 长方体 的 体积 等 于 它 的 长 、 宽 、 高 的 乘积 。 

公理 12( 祖 蜡 原 理 ) 夹 在 两 个 平行 平面 间 的 两 个 几何 
体 , 被 平行 于 这 两 个 平面 的 任意 平面 所 截 ,如 果 所 截 得 的 两 个 
截面 的 面积 总 是 相等 ,那么 这 两 个 几何 体 的 体积 相等 。 

这 套 公 理 系 的 最 大 特点 ,是 将 我 国 古 代数 学 家 祖 蜡 ( 我 国 
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古代 数学 家 祖冲之 的 儿子 ) 所 创立 的 原理 列 人 中 学 几何 公理 
系 。 其 次 是 为 了 简化 教材 ,降低 难度 ,我 国平 面 几何 在 初中 讲 
授 。 学 生 的 年 龄 小 ,思维 不 成 熟 , 因 此 把 学 生 在 小 学 就 熟悉 的 
长 方形 面积 和 长 方 体 体 积 计 算 公 式 都 列 和 人 公理 系 , 使 学 生 对 
公理 系 有 一 种 亲近 感 ,易于 接受 。 像 公理 4 公理 5 公理 6 都 
可 以 从 其 他 公理 推导 出 来 ,也 列 为 公理 ,之 所 以 这 样 做 ,完全 
是 为 了 中 学 教学 上 的 需要 ,以 学 生 易 于 接受 为 前 提 , 从 而 减轻 
了 教学 上 的 难度 。 另 外 ,为 了 简化 推导 过 程 的 复杂 性 ,对 许多 
基本 概念 都 不 给 出 精确 的 定义 ,而 是 直接 使 用 ,例如 “两 点 之 
间 ”“ 同 侧 ”“ 蜡 侧 ? 等 ,甚至 默认 了 一 些 命题 的 成 立 ,等 等 。 

公理 2 是 古 希 腊 科学 家 阿 基 米 德 提出 的 一 个 命题 ,这 是 
一 个 比较 复杂 、 不 是 用 一 两 句 话 就 能 讲 清楚 的 问题 ,如 果 承 认 
线段 最 短 ,那么 就 默认 连接 这 两 点 的 其 他 ( 曲 ) 线 的 长 度 都 存 
在 ,这 些 其 他 线 的 长 度 是 怎样 定义 的 没有 说 明 ,长度 是 否 存在 
也 没 说 清楚 。 那 怎么 能 比较 它们 与 线段 的 长 短 ? 只 能 车 直观 。 
实际 上 ,什么 是 一 般 线 的 长 度 是 比较 复杂 的 问题 ,一 般 的 ( 曲 ) 
线 的 长 度 是 由 将 此 ( 曲 ) 线 分 成 许多 小 段 ,每 一 小 段 的 两 端点 
可 以 连 成 线段 ,由 这 些 线段 所 组 成 的 是 一 条 折线 ,而 折线 的 长 
度 是 可 以 定义 的 ,此 折线 的 长 度 就 可 以 近似 地 看 做 曲线 的 长 
度 。 当 曲线 被 分 成 更 多 小 段 , 而 相应 的 折线 长 更 接近 于 曲线 的 
长 度 ,这 样 折 线 长 的 极限 (如 果 这 极限 存在 ) 就 可 精确 地 定义 
为 曲线 的 长 度 。 这 里 就 有 个 问题 ,如 果 折 线 长 的 极限 不 存在 ， 
那曲 线 就 没有 长 度 可 言 。 现 在 已 经 发 现 了 ,存在 有 这 样 的 曲 
线 , 它 没有 通常 的 长 度 。 因 此 公理 2 的 叙述 是 不 严密 的 。 

现在 九 年 义务 教育 三 年 制 的 初中 几何 教材 提出 了 如 下 9 
条 公理 。 

公理 1 经 过 两 点 有 一 条 直线 ,并 且 只 有 一 条 直线 。 
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公理 2 所 有 连接 两 点 的 线 中 ,线段 最 短 。 

公理 3( 平 行 公理 ) 经 过 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 一 条 直 
线 与 这 条 直线 平行 。 

公理 4 .两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ,如 果 同 位 角 相 等 ， 
那么 这 两 条 直线 平行 。 

公理 5 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 , 同 位 角 相 等 。 

公理 6( 边 角 边 公理 ) 有 两 边 和 它们 的 夹 角 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 (简称 “ 边 角 边 ” 或 “SAS”)。 

公理 7( 角 边 角 公 理 ) 有 两 角 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 (简称 “ 角 边 角 ” 或 “ASA”)。 

公理 8( 边 边 边 公理 ) 三 边 都 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 
等 (简称 “ 边 边 边 " 或 “SSS”)。 

公理 9( 斜 边 直 角 边 公理 ) 有 和 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相 
等 的 两 个 直角 三 角形 全 等 (简称 “ 斜 边 直角 边 ? 或 "HL?”) 。 

土 述 公 理 系 把 全 等 三 角形 的 基本 性 质 都 列 人 其 中 ,这 也 
有 它 的 道理 。 因 为 学 生 在 平面 几何 中 接触 的 大 多 是 全 等 三 角 
形 , 这 样 就 更 能 简化 教材 。 

西南 师范 大 学 陈 重 穆 教 授 编写 了 一 套 GX 初中 数学 实验 
教材 ,其 中 几何 有 3 期 ,在 这 套 几 何 实验 教材 中 ,引入 了 以 下 
几 组 公理 : 

1. 有 关 点 和 直线 的 公理 

(1) 每 两 点 确定 一 条 直线 。 

(2) 两 点 间 , 线 段 最 短 。 

2. 有 关 平 行 线 的 公理 

(1) 平行 公理 :经 过 直线 外 一 点 作 已 知 直线 的 平行 线 , 能 
且 只 能 作 一 条 。 

(2) 同位 角 公 理 : 同 位 角 相 等 ,两 直线 平行 。 
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3. 可 加 性 公理 

全 量 等 于 部 分 量 之 和 (长 度 . 角 度 .面积 均 具 可 加 性 )。 
4. 等 量 公理 

(1) 等 量 的 和 、 差 、 积 、 商 (除数 不 为 0) 仍 相等 。 


| =6,c=d->o+c=6 二 doc 一 bd, 人 一 六 (cz¥0,4#0) | 


(2) 同等 于 第 三 量 的 量 相等 (等 量 代 换 ) 。 

5. 不 等 量 公 理 

(1) 不 等 量 加 上 或 减 去 等 量 , 不 等 号 保持 不 变 。 
(ap>Q 十 C 盖 5 十 cy4a 一 C 盖 0 一 c) 

(2) 不 等 量 乘 以 或 除 以 同一 正 量 , 不 等 号 保持 不 变 。 


4a,bsc>0>ac>be, > 


(3) 第 一 量 大 于 第 二 量 ,第 二 量 大 于 第 三 量 , 则 第 一 量 大 
于 第 三 量 。 (不 等 量 的 传递 性 , 即 a 汪 >5,5 汪 c 过 a 之 c) 

《4) 全 量 大 于 部 分 。 

6. 有 关 全 等 三 角 的 公理 (全 等 三 角形 的 判定 ) 

(1) 有 三 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 (可 简写 为 “ 边 边 
边 ? 或 “SSS”) 。 

(2) 有 两 边 和 它们 的 夹 角 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 
(简写 为 “ 边 角 边 ” 或 “SAS”)。 

《3)》 有 两 角 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 
(简写 为 “ 角 边 角 ?或 “ASA2”) 。 

7, 有 关 面 积 的 公理 

和 矩形 的 面积 等 于 长 和 宽 的 积 。 

陈 重 穆 教 授 编 写 的 GX 初中 几何 实验 教材 对 待 公理 系 只 


采用 ,不 刻意 追求 ,淡化 数学 文字 的 叙述 ,在 数学 上 提倡 “积极 
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前 进 , 循 环 上 升 ;淡化 形式 ,注意 实质 ;开门 见 山 ,适当 集中 ; 先 
做 后 说 , 师 生 共 作 ”的 原则 ,在 GX 初中 几何 实验 教材 中 ,每 章 
都 安排 课堂 练习 ,补充 习题 、 综 合 练习 等 ,另外 ,每 章 还 安排 2 
一 4 课时 的 小 结 , 通 过 章节 的 循环 练习 ,期 中 和 期 末 的 复习 ， 
在 教师 主导 下 实现 学 生 的 主体 地 位 ,让 学 生 积极 参与 ,使 课堂 
教学 活路 起来。 另外 ,教材 中 还 配置 了 300 多 幅 图 形 , 使 学 生 
通过 图 形 去 思考 问题 ,这 样 学 生 就 可 以 在 较 短 的 时 间 内 掌握 
平面 几何 的 基本 知识 .现在 已 有 不 少 学 校 试用 这 套 教材 ,并 取 
得 了 较 好 的 效果 。GX 初中 数学 实验 教材 的 出 现 , 打 破 了 我 国 
由 统 编 教 材 一 统 天 下 的 局 面 ,只 有 让 不 同类 型 的 教材 去 实验 ， 
去 比较 ,才能 使 中 学 平面 几何 的 教学 改革 向 更 深层 的 方向 发 
展 。 

上 述 我 们 列 出 了 从 数学 教育 的 角度 建立 中 学 几何 几 种 不 
同 公理 系 的 教材 ,这 些 教材 都 经 过 了 中 学 教学 的 实验 ,是 不 同 
历史 时 期 的 产物 。 由 此 可 以 看 出 中 学 几何 公理 系 简 明 、 直 观 、 
易于 接受 这 一 原则 是 没有 一 定 的 标准 的 , 它 随 着 时 代 对 中 学 
教育 要 求 的 不 同 而 不 同 。 如 果 当 时 流行 加 强 基础 ,中 学 几何 公 
理 系 可 能 会 更 严密 一 些 ; 如 果 当 时 教育 环境 要 求 的 是 更 “大 
众 ” 的 数学 , 那 中 学 几何 公理 系 可 能 会 更 简单 .更 直观 一 些 。 中 
学 几何 公理 系 既然 不 能 达到 像 希 尔 伯 特 公理 系 那样 完美 ,而 
从 数学 教育 角度 去 审视 又 没有 一 个 最 低 标准 ,这 就 提出 了 ~ 
个 问题 :中 学 几何 为 什么 一 定 要 公理 系 , 不 要 公理 系 行 吗 ? 有 
人 可 能 认为 使 用 公理 系 才 能 做 到 严密 , 吴 文俊 院士 认为 “这 是 
晓 人 、 骗 人 的 ”中 学 几何 的 公理 系 既 然 做 不 到 严密 ,我 们 就 没 
有 必要 去 追求 这 种 公理 系 的 严密 性 , 吴 文俊 院士 还 提出 “我 们 
选择 若干 个 原理 ,将 几何 内 容 串 起 来 , 比 公理 系 要 好 ”在 中 学 
平面 几何 中 ,用 原理 代替 公理 , 像 经 典 力学 那样 ,就 是 从 牛顿 
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三 大 定律 (原理 ) 推 演出 来 的 。 中 国 古 代 的 几何 学 就 没有 公理 
系 , 但 有 原理 ,例如 出 入 相 补 原理 等 ,不 是 照样 创造 当时 几何 
学 的 辉煌 吗 ? 
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数学 定理 的 机 串 证 朋 发 展 简介 


中 国 古 代数 学 研究 的 中 心 问题 是 对 问 
题 的 求解 , 它 不 是 从 数学 本 身 去 研究 数学 ， 
而 是 将 需要 解决 的 问题 (实际 问题 和 数学 
问题 ) 进 行 分 类 ,把 类 似 的 或 相同 的 问题 归 
为 一 类 ,然后 对 每 一 类 问题 找 出 相应 的 求 
解 方法 或 程式 。 如 《 九 章 算术 ;就 是 把 问题 
分 为 九 类 ,每 一 类 问题 给 出 一 套 解 题 方法 ， 
而 所 给 的 解 题 方法 又 是 按 一 定 的 步骤 去 实 
现 的 ,因此 如 果 要 求解 一 个 数学 问题 ,可 首 
先 判定 这 个 问题 属于 那 一 类 ,然后 按 那 一 
类 问题 所 给 出 的 解 题 方法 对 这 一 数学 问题 
进行 解答 。 学 习 者 只 要 掌握 少许 的 数学 基 
本 知识 和 基本 方法 ,就 能 对 号 人 座 地 去 解 
决 数 学 问题 。 用 固定 的 程式 (步骤 ) 去 解 一 
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类 问题 ,这 就 是 机 械 化 数学 的 基本 思想 ,追求 数学 机 械 化 的 广 
法 (现代 的 观点 就 是 能 在 计算 机 上 实现 的 方法 ) 是 中 国 二 代数 
学 的 特点 ,也 可 以 讲 机 械 化 思想 是 我 国 古代 数学 的 优良 伟 
统 。 

以 欧 几 里 得 为 代表 的 西方 十 代数 学 与 中 国 古 代数 学 的 研 
究 方法 完全 不 同 。 它 研究 的 中 心 问题 是 对 问题 的 求证 。 这 是 
一 种 非 机 械 化 方法 ,从 少数 命题 出 发 ,通过 建立 一 个 合理 的 公 
理 系 ,然后 在 此 公理 系 上 ,利用 严密 的 推理 论证 将 一 个 一 个 的 
多 何 问题 证 明 出 来 ,而 此 公理 系 与 解 题 方法 又 没有 什么 直接 
的 联系 。 因 此 每 个 几何 问题 的 证 明 都 需要 相当 的 技巧 ,学 生 即 
使 熟 记 这 些 公理 ,也 不 一 定 能 求证 出 几何 问题 ,只 能 “ 望 题 兴 
叹 ”。 造 成 几何 难 学 的 根本 因素 是 欧 几 里 得 几何 是 一 种 非 机 械 
化 方法 ,为 了 改变 这 一 状况 ,在 欧 氏 几 何 中 恢复 中 国 古代 数学 
的 机 械 化 传统 势 在 必 行 。 。 

能 不 能 找到 一 个 办 法 ,把 几何 定理 的 证 明 变 成 有 章 可 循 ， 
能 按 一 定 的 步骤 或 程式 去 推导 、 去 求解 ,就 像 解 代数 中 的 一 元 
二 次 方程 问题 那样 ,只 要 熟悉 一 元 二 次 方程 的 求解 方式 ,就 能 
很 容易 地 解决 一 元 二 次 方程 方面 的 许多 问题 ?这 就 是 机 械 化 
数学 的 思想 ,人 们 一 直 都 在 探索 和 研究 这 方面 的 问题 。 

17 世纪 法 国 数学 家 笛 卡 尔 为 实现 机 械 化 数学 的 愿望 找 
到 一 线 希望 .他 曾 设想 :“ 一 切 问题 化 为 数学 问题 ,一 切 数学 问 
题 化 为 代数 问题 ,一 切 代数 问题 化 为 代数 方程 组 问题 .” 因 为 
代数 方程 的 求解 是 可 以 机 械 化 的 。 他 把 问题 想 得 过 于 简单 , 因 
为 并 不 是 任何 问题 都 可 化 为 数学 问题 ,即使 是 数学 问题 也 不 
一 定 能 机 械 化 。 虽 然 笛 卡 尔 并 没有 靠 这 一 设想 实现 机 械 化 ,但 
这 一 思想 却 给 数学 应 用 于 生产 实际 指明 了 方向 。 今 天 数学 应 


用 于 实际 就 遵循 了 这 一 原则 。 首 先 将 实际 问题 近似 地 化 为 物 
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理 模 型 (或 其 他 学 科 模 型 ), 再 由 此 模型 近似 地 建立 一 个 数学 
模型 ,最 后 将 所 建立 的 数学 模型 近似 地 化 为 代数 问题 去 解决 。 
另外 ,第 卡尔 所 创立 的 解析 几何 使 几何 问题 代数 化 ,第 一 次 将 
无 章 可 循 的 几何 问题 按 一 定 步 又 化 为 代数 问题 去 求解 。 这 为 
几何 问题 实现 机 器 证 明 提 供 了 一 个 可 遵循 的 依据 。 

比 稍 卡尔 晚 些 时 间 的 莱 布 尼 效 , 曾 有 过 制造 推理 机 器 ” 
的 设想 ,他 为 此 研究 过 逻辑 ,设计 并 造 出 了 一 台 能 进行 乘法 运 
算 的 计算 机 ,这 样 就 促进 了 布尔 代数 .数理 逻 辑 以 及 计算 机 的 
研究 。 

20 世纪 初 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 曾 明确 地 提出 了 公理 系 
的 判定 问题 :有 了 一 个 公理 系 , 就 能 在 此 公理 系 基 础 上 提出 各 
式 各 样 的 问题 (命题 ) ,对 这 些 问题 能 否 找到 一 种 机 械 化 方法 ， 
邯 算法 ,对 每 个 命题 加 以 检验 ,判明 它 是 否 威 立 。 经 检验 判明 
其 正确 的 命题 ,就 被 认为 是 已 经 证 明成 立 的 命题 ,检验 (判定 ) 
就 是 证 明 。 经 数理 逻辑 的 研究 表明 , 希 尔 伯 特 的 要 求 太 高 , 即 
使 是 初等 数论 范围 内 ,对 所 有 命题 都 能 进行 判定 的 机 械 化 方 
法 (算法 ) 到 现在 还 未 找到 。 

在 数学 的 发 展 中 ,公理 化 的 思想 与 方法 比 机 械 化 的 追求 
和 探索 受到 更 多 的 重视 。 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,20 世纪 的 数学 
是 受 公理 化 思想 的 影响 而 发 展 起 来 。 只 有 一 些 上 共有 远见 章 识 
的 数学 家 才 执 着 追求 着 数学 定理 证 明 的 机 械 化 。 

数学 定理 的 机 器 证 明 ( 即 在 计算 机 上 实现 对 数学 定理 的 
证 明 ), 如 果 没 有 能 进行 数学 演算 的 计算 机 是 绝对 不 可 能 实现 
的 ,计算 机 技术 的 发 展 为 实现 数学 定理 证 明 的 机 械 化 提供 了 
物质 基础 。 

1950 年 波兰 数学 家 塔 斯 基 证 明了 一 个 引 人 注 目的 定理 
〈 塔 斯 基 定 理 ) :初等 几何 以 及 初等 代数 范围 的 定理 证 明 是 可 
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以 机 械 化 的 。 这 从 理论 上 证 明了 初等 几何 和 初等 代数 的 定理 
是 能 够 实现 机 器 证 明 的 。 塔 斯 基 还 提出 过 制造 所 谓 判定 机 器 
(证 明 机 ) 的 设想 。 然 而 他 的 设想 和 方法 都 不 是 切实 可 行 的 。 直 
到 目前 为 止 , 也 没有 取得 什么 令 人 信服 的 结果 。 用 塔 斯 基 的 方 
法 连 初 中 平面 几何 中 的 一 些 很 简单 的 定理 的 机 器 证 明 都 没 法 
实现 ,因为 他 的 方法 太 繁 。 

1959 年 以 来 ,美国 科学 家 开始 用 电子 计算 机 证 明 一 些 数 
学 定理 。1959 年 美 籍 华 人 科学 家 王 浩 教授 设计 了 一 个 程序 ， 
用 电子 计算 机 证 明了 罗素 、 怀 德 海 的 巨著 《数学 原理 》 一 书 中 
的 几 百 条 定理 ,计算 机 上 的 证 明 仅 用 了 9 分 钟 。 

1976 年 美国 两 位 年 轻 的 数学 家 阿 佩 尔 和 黑 肯 及 计算 机 
专家 考 克 , 在 高 速 电子 计算 机 上 用 了 1200 多 小 时 的 计算 时 
间 , 证 明了 “四 色 问 题 ”, 使 数学 家 们 100 多 年 来 没有 解决 的 难 
题 得 到 肯定 的 回答 。 但 是 在 数学 界 还 有 不 少 人 认为 机 器 证 明 
不 能 算 作证 明 , 而 拒绝 承认 “四 色 问 题 ” 被 证 明 的 事实 。 直 到 现 
在 还 有 人 在 寻求 用 数学 的 方法 证 明 “ 四 色 问 题 ”。 

1852 年 英国 人 上 古 特 列 提出 著名 的 “四 色 问 题 ”:“ 如 果 只 
用 四 种 颜色 ,我 们 能 否 对 球面 上 (平面 上 ) 的 任何 地 图 正确 地 
着 色 ?” 也 就 是 说 ,只 用 四 种 颜色 能 否 区 分 地 球 仪 上 (地 图 上 ) 
的 所 有 不 同 的 国家 。1968 年 , 奥 尔 和 斯 坦 帕 尔 用 传统 的 数学 
方法 证 明了 不 多 于 40 个 国家 的 任何 地 图 可 以 用 四 种 颜色 正 
确 地 着 色 。 但 是 超过 40 个 国家 的 “四 色 问 题 ” 的 数学 证 明 直 到 
现在 还 未 找到 。 

1976 年 , 阿 佩 尔 和 黑 肯 等 人 将 “四 色 问 题 ?” 中 的 图 形 分 成 
2300 多 种 类 型 ,对 每 一 种 类 型 要 计算 机 回答 :会 不 会 有 这 样 
的 类 型 , 它 不 能 用 四 种 颜色 正确 地 着 色 , 经 过 亿 万 次 的 计算 ， 
计算 机 给 出 “否定 ?回答 ,然后 转 人 下 一 类 型 ,直到 对 所 有 类 型 
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都 得 到 “否定 ”回答 后 ,他 们 声称 自己 得 到 了 “四 色 间 题 ”的 计 
算 机 解 ,宣布 解决 了 “四 色 问 题 ”。 对 于 这 种 计算 机 证 明 , 有 人 
就 提出 怀疑 ,计算 机 解 的 基础 是 应 用 计算 机 进行 大 量 的 难以 
置信 的 计算 ,并 且 核 对 这 种 计算 的 正确 性 实际 不 可 能 .”“ 本 来 
嘛 ,网 络 的 有 些 类 型 例如 第 17 种 类 型 ,计算 机 可 能 由 于 电子 
路 线 瞬 时 的 失误 (这 是 常 发 生 的 ), 便 会 对 它 未 经 无 可 非议 的 
分 析 就 作出 “否定 ?回答 ,并 不 知情 的 计算 机 就 转 到 第 18 种 类 
型 ,第 19 种 类 型 …… 实际 上 漏 掉 了 对 第 17 种 类 型 的 探讨 。 甚 
至 在 我 们 花费 了 几 个 月 的 时 间 后 ,重复 同一 实验 的 情形 下 ,会 
不 会 在 与 第 17 种 类 型 有 关 的 亿 万 次 计算 环节 中 ,我 们 的 计算 
机 发 生 差错 。” 因 而 “计算 机 解 的 正确 性 并 无 保证 >。 有 的 数学 
家 认为 ,用 大 型 电子 计算 机 成 功 地 解决 了 “四 色 问 题 > 的 消息 
“即使 是 真 的 ,我 们 总 觉得 没有 什么 数学 味道 >。 由 于 “四 色 问 
题 " 的 计算 机 证 明 没 有 给 出 可 靠 的 数学 理论 依据 ,这 也 是 它 不 
能 让 数学 家 信服 的 原因 之 一 。 

《数学 原理 》 中 的 数学 问题 毕竟 太平 凡 . 太 简单 了 ,用 计算 
机 单打 一 地 证 明 “ 四 色 问 题 > 太 特殊 了 ,最 多 也 只 能 算是 计算 
机 辅助 证 明 。 能 不 能 用 计算 机 证 明成 批 或 大 部 分 的 数学 定理 ? 
能 不 能 使 计算 机 的 证 明 更 自动 .更 简捷 、 更 漂亮 ? 

塔 斯 基 定理 发 表 了 20 多 年 ,初等 几何 定理 的 机 器 证 明 仍 
没有 取得 令 人 满意 的 结果 ,用 塔 斯 基 的 方法 连 中 学 几何 课本 
中 许多 简单 的 定理 都 证 不 出 来 。 有 些 专家 发 出 这 样 的 悲观 论 
调 ; 光 靠 计算 机 ,再 过 100 年 也 未 必 能 证 明 出 多 少 有 意义 的 数 
学 定理 来 。 
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中 国 数学 家 对 初等 几何 定理 的 


中 国 数学 家 在 初等 几何 定理 的 机 器 证 
明 这 一 研究 领域 作出 了 前 所 未 有 的 贡献 。 

1977 年 , 吴 文 俊 院 士 创 立 几 何 定理 的 
机 器 证 明 新 方法 的 论文 “初等 几何 判定 问 
题 与 机 械 化 证 明 ” 在 《中 国 科学 》 杂 志 (1977 
年 第 6 期 ) 上 正式 发 表 , 从 而 揭 开 了 数学 定 
理 的 机 器 证 明 的 研究 领域 新 的 一 页 。 人 们 
利用 吴 方 法 在 个 人 计算 机 上 证 明了 一 批 很 
不 简单 的 几何 定理 ,如 西 姆 松 定理 、 弗 尔 巴 
哈 定理 . 莫 勤 定理 等 ,还 发 现 了 一 些 新 定 
理 。1989 年 周 威 青 还 在 美国 出 版 了 几何 定 
理 的 机 器 证 明 的 专著 。 他 利用 吴 方 法 编制 
软件 ,在 计算 机 上 证 明了 512 条 定理 ,这 些 
几何 定理 都 有 一 定 的 难度 ,每 条 定理 的 证 
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明 在 计算 机 上 所 用 时 间 只 要 几 秒 ,其 中 有 些 还 是 新 定理 。 吴 文 
俊 院 士 还 将 其 方法 推广 到 微分 几何 定理 的 机 器 证 明 上 ,并 取 
得 了 一 批 成 果 。 

吴 方 法 开创 了 一 条 由 公理 化 通 往 机 械 化 的 道路 。 用 吴 方 
法 可 以 在 计算 机 上 证 明 初 等 几何 的 大 部 分 定理 ( 除 几何 不 等 
式 外 )。 更 重要 的 是 吴 文俊 院士 为 其 所 创立 的 方法 建立 了 严密 
的 数学 理论 依据 ,使 人 们 特别 是 数学 家 们 不 再 怀疑 数学 定理 
的 机 器 证 明 的 可 靠 性 ,因而 能 吸引 更 多 的 人 参加 数学 定理 的 
机 器 证 明 这 一 领域 的 研究 ,从 而 掀起 了 数学 定理 的 机 器 证 明 
研究 的 新 高 潮 。 在 吴 文俊 院士 关于 隐 何 定理 的 机 器 证 明 的 第 
一 篇 论文 发 表 后 ,美国 等 十 几 个 国家 的 数学 家 、 科 学 家 先后 发 
表 数 百 篇 这 方面 的 论文 。 而 吴 文俊 院士 为 他 的 数学 定理 的 机 
器 证 明 方法 提供 的 数学 理论 还 为 后 来 人 们 提出 的 数值 并 行 算 
法 提供 了 科学 依据 。 可 以 说 吴 文俊 院士 是 我 国 数学 定理 的 机 
器 证 明 这 一 研究 领域 的 开拓 者 和 奠基 人 。 

那么 , 吴 方 法 又 是 怎样 在 计算 机 上 实现 的 呢 ? 

用 吴 方 法 证 明 几 何 命题 分 三 个 步骤 进行 。 

第 一 步 ,将 几何 问题 代数 化 

首先 将 几何 定理 的 假设 部 分 和 结论 部 分 ,用 解析 几何 的 
坐标 方法 将 它们 化 为 右边 都 等 于 零 的 一 组 代数 等 式 : 广 =0， 
二 0……f, 二 0 和 8 王 0。 这 些 代数 等 式 一 般 是 多 项 式 ,在 这 
些 多 项 式 中 含有 两 种 变 元 (变量 ) :一 种 是 受 假设 条 件 约束 的 ， 
称 为 约束 变 元 ; 另 一 种 是 自由 选取 不 受 假设 条 件 约束 的 , 称 为 
自由 变 元 。 

第 二 步 , 整 序 ,即将 假设 部 分 的 多 项 式 化 为 一 种 规范 形 
式 一 一 三 角 化 

将 假设 部 分 的 多 项 式 按 约束 变 元 利用 类 似 于 线性 方程 组 
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中 高 斯 消 元 法 那样 重新 排序 ,使 得 第 一 个 多 项 式 中 只 含有 一 
个 约 东 变 元 和 其 他 自由 变 元 ,这 个 重新 排列 的 约束 变 元 称 为 
2 而 在 第 二 个 多 项 式 中 只 含有 约 东 变 元 zx: 和 另 一 个 称 为 zs 
的 约束 变 元 以 及 自由 变 元 ,但 不 含有 除了 zi\zrs 外 的 其 他 约 
东 变 元 …… 这 一 步骤 一 直 继 续 下 去 ,如 果 假 设 部 分 有 * 个 多 
项 式 ,而 重新 排序 后 最 后 的 一 个 多 项 式 就 含有 s 个 约束 变 元 
和 自由 变 元 ,如 果 在 多 项 式 中 不 写 出 自由 变 元 ,而 只 写 出 约束 
变 元 ,那么 重新 排列 的 多 项 式 为 ， 
fr Cx)=0, 
fi Cx, Xs) = 0, 
fi (Tis TT3)=0, 
fr Ce Tyr Xs) = 0 
其 中 每 个 式 子 中 的 第 一 个 省 略 号 表示 自由 变 元 。 这 样 最 后 化 
成 按 约 东 变 元 成 三 角形 的 多 项 式 组 ,此 多 项 式 组 称 为 吴 ( 文 
俊 ) 升 列 。 
第 三 步 , 作 逐次 除法 一 一 验证 结论 真 伪 
把 结论 部 分 写成 多 项 式 g 二 0, 将 g 除 以 f* (经 过 整 序 后 
假设 部 分 的 最 后 一 个 多 项 式 ), 并 把 g 和 f; 看 做 约束 变 元 x， 
的 多 项 式 ,得 余 式 R,。 为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 将 g 
乘 上 一 全 因 式 ci ,如果 将 这 一 驾 转 相 除 法 写成 等 式 就 成 
c18 一 aa +R,. (1) 
再 用 fi 去 除 余 式 R,, 把 /和 R, 都 看 做 约束 变 元 x,_ 
的 多 项 式 。 为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 ,实际 上 是 将 f* 去 除 
czR;, 其 中 c; 为 一 因 式 ,将 这 一 轧 转 相 除 法 写成 等 式 , 即 为 
caR,=a'sfs t+ Ri, (2) 
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这 样 一 直 继 续 下 去 ,最 后 得 
csRz=a’', fi 十 Ri (RD)。 (3) 
在 上 述 等 式 中 ,在 (1) 式 中 科 以 ,再 把 (2) 式 代 人 (1) 式 
得 
cic28g 一 0 icf! Ta sf t+ Ri1。 
依 同 样 方法 进行 下 去 ,并 重新 将 f:(1 二 1,2,…,s) 的 系数 
写成 一 般 形式 ,最 后 得 
clciec:8 =—=asf? asf ttasf? +RI(R)., (4) 
车 上 式 R 三 0, 则 表示 在 假设 条 件 f==0,f;==0.…*…f,==0 
以 及 附加 条 件 cj 天 0,cs* 天 0……c: 天 0 下 ,必然 有 8 一 0 结论 成 
立 , 于 是 几何 命题 得 证 。 若 R 关 0, 则 命题 不 成 立 。 
匡 方 法 的 三 个 步骤 可 写成 下 面 的 计算 程式 


及 表示 结论 的 等 式 g 二 0 

| 
| 三 和 人 ,和 示人 他 万 一 0, 记 一 0…… 记 一 0 
-| 


| 


逐次 除法 | 
‘ 
输出 结果 ;cczewcsg 一 ai 二 af 十 二 af 二 RR | 


其 中 上 表 中 间 的 两 步 都 可 以 由 计算 机 按 已 设计 好 的 程序 
完成 ,而 且 不 需要 在 大 型 或 超级 计算 机 上 进行 ,只 要 在 普通 的 
计算 机 上 就 可 以 完成 上 述 证 明 。 即 使 在 平面 几何 认为 的 一 些 
难题 ,在 计算 机 上 所 需 的 时 间 也 就 是 十 几 秒 。 

在 上 述 (4) 式 中 左边 的 因 式 cl.c:z……c: 都 不 为 0, 妈 c: 天 
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| 输入 表示 题 设 的 等 式 fi = 0,fs = 0………/, 二 0 


0,c: 天 0……c: 天 0, 称 为 非 退 化 条 件 。 非 退化 条 件 就 是 要 求 在 
吴 方 法 的 第 二 步 经 过 整 序 成 三 角 化 的 吴 升 列 中 ,每 个 多 项 式 
出 现 的 约束 变 元 最 高 项 的 系数 不 为 0。 这 是 计算 机 本 身 的 需 
要 ( 作 除 法 时 , 当 除 数 ( 式 ) 为 0 时 计算 机 不 能 识别 )。 非 退化 条 
件 的 提出 ,是 吴 文俊 院士 对 初等 几何 定理 论证 推理 的 又 一 大 
贡献 .他 指出 初等 几何 定理 的 传统 推理 证 法 不 但 不 严密 ,而 且 
不 可 能 做 到 严密 ,问题 主要 就 是 出 现在 对 退化 情形 没有 讨论 。 

在 平面 几何 定理 的 传统 证 明 过 程 中 ,通常 要 排除 退化 情 
形 。 比 如 一 个 三 角形 ,就 要 求 三 角形 的 三 个 顶点 不 在 同一 条 直 
线 上 ,这 就 是 非 退 化 情形 ; 若 三 个 顶点 都 在 同一 条 直线 上 就 是 
退化 情形 。 有 些 几何 定理 对 退化 情形 也 成 立 。 但 有 些 几 何 定 
理 对 退化 情形 不 成 立 , 这 就 需要 讨论 。 例如,“ 在 人 4BC 中 ,车 
攻 B 二 人 C,; 则 4B 一 AC。.” 这 个 定理 当 人 人 B= A 人 C= 二 0° 时 是 不 
成 立 的 ,如 图 5-1(a)。 当 人 B= 二 人 C=90° 时 ,如 图 5-1(b), 定 理 
是 成 立 的 ,可 见 对 退化 情形 是 要 单独 进行 讨论 的 。 

A 


4 B(C) 


(a) (b) 
图 5-1 
在 几何 定理 的 假设 中 ,排除 了 退化 情形 是 不 是 就 万 事 大 
吉 了 ? 几何 定理 的 传统 推理 证 法 是 不 是 就 很 严密 了 ? 问题 没 
有 那么 简单 .因为 在 几何 定理 的 传统 推理 证 明 过 程 中 ,往往 要 
作 辅 助 线 或 辅助 圆 , 对 辅助 图 形 运 用 了 一 些 已 知 的 定理 ,在 辅 
助 图 形 中 ,就 可 能 遇 到 退化 情形 。 而 怎样 去 作 辅 助 线 或 辅助 
圆 , 事 先 不 可 能 知道 ,因而 无 法 去 预先 说 明 会 出 现 那些 退化 情 
形 ,这 样 就 可 能 使 证 明 失 效 。 而 证 明 中 推理 环节 越 多 ,就 越 可 


能 出 现 退 化 情形 ,而 破坏 证 明 的 严密 性 的 可 能 性 就 会 更 大 。 
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上 述 问题 在 吴 方 法 中 得 到 了 圆满 的 解决 。 在 匡 方法 的 证 
明 过 程 中 能 够 自动 地 一 一 列 出 非 退 化 情形 的 代数 表示 式 子 ， 
能 指出 几何 命题 成 立 的 非 退 化 条 件 .至 于 退化 情形 ,几何 命题 
是 否 成 立 则 要 单独 讨论 ,这 种 讨论 通常 是 比较 容易 的 ,特别 是 
对 计算 机 来 讲 更 是 这 样 , 因 此 , 吴 方 法 不 但 实现 了 几何 定理 的 
机 器 证 明 , 而 且 使 几何 定理 的 证 明 比 起 传统 推理 证 明达 到 真 
正 的 严密 性 。 

应 用 吴 方 法 还 能 使 一 些 几 何 命题 和 结论 分 析 得 更 清楚 、 
更 深刻 。 

19 世纪 才 发 现 的 一 个 重要 的 几何 定理 一 一 莫 勤 定理 :在 
任意 三 角形 中 ,三 组 相 邻 的 内 角 三 等 分 线 的 交点 所 组 成 的 三 
角形 是 等 边 三 角形 。 这 个 定理 曾 引起 许多 几何 学 家 的 普遍 兴 
趣 。 它 的 证 明 是 相当 困难 的 。 如 果 还 考虑 三 角形 的 外 角 的 三 
等 分 线 , 则 可 以 构造 出 27 个 三 角形 。 人 们 用 吴 方 法 证 明了 这 
样 一 个 前 所 未 知 的 有 趣 的 事实 :在 这 27 个 三 角形 中 ,有 18 个 
一 定 为 等 边 三 角形 ,而 另外 9 个 三 角形 一 般 不 是 等 边 三 角形 。 
如 果 用 几何 定理 的 传统 证 法 是 不 可 能 得 出 这 一 结果 的 。 这 从 
另 一 角度 说 明了 计算 机 证 明 几 何 定理 的 优越 性 。 

应 用 匡 方法 还 能 证 明 不 少 的 几何 不 等 式 ,证 明 微 分 几何 
中 的 一 些 定理 ,研究 微分 方程 的 性 质 , 推 导 代 数 和 几何 中 的 一 
些 公式 。 吴 方法 的 出 现 ,开辟 了 数学 定理 机 械 化 的 一 个 新 的 研 
究 领 域 .但 是 要 通晓 匡 方法 却 不 是 一 件 容易 的 事 , 它 不 但 计算 
程序 复杂 ,而 且 数 学 理论 也 较为 艰深 。 另 外 ,应 用 吴 方 法 在 计 
算 机 上 实现 儿 何 定理 的 机 器 证 明 , 只 告诉 人 们 几何 命题 是 否 
为 真 ( 当 R 志 0 时 ) ,或 者 指出 几何 命题 是 否 为 假 ( 当 R 关 0 
时 ) ,并 没有 向 人 们 展示 出 几何 命题 证 明 的 格式 。 它 不 像 传统 
的 几何 推理 论证 那样 有 严密 的 逻辑 推理 格式 ,让 人 看 得 明白 、 
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读 得 懂 。 吴 方法 所 给 出 的 证 明 很 繁 、 很 长 ,有 时 要 涉及 成 百 上 
千 个 多 项 式 的 计算 或 数值 计算 ,但 这 对 于 电子 计算 机 来 讲 是 
轻而易举 的 事 , 只 需 花 几 秒 钟 就 能 完成 .这 种 机 器 明白 而 人 不 
容易 弄 明 白 的 “证 而 不 明 ” 的 方法 , 像 是 在 “暗箱 ”中 操作 (计算 
机 中 运算 ) ,因此 在 多 次 国际 会 议 上 ,不 少 专家 提出 能 不 能 创 
造 出 使 人 也 能 弄 明白 的 机 器 证 明 一 一 可 读 性 证 明 。 

1992 年 张 景 中 院士 应 邀 赴 美 国 访问 ,利用 他 所 创立 的 消 
点 算法 与 周 咸 青 和 高 小 山 合 作 ,在 Windows 系统 下 ,成功 地 
研究 出 具有 可 读 性 的 几何 定理 自动 生成 的 机 器 证 明 软 件 , 使 
人 们 期 待 了 近 三 十 年 的 可 读 性 证 明 第 一 次 在 计算 机 上 实现 。 
这 种 证 明 不 是 那 种 仅仅 只 有 计算 机 能 够 读 懂 的 “暗箱 ” 式 的 证 
明 ,而 是 人 和 计算 机 都 读 得 懂 看 得 明白 的 证 明 , 你 只 要 将 几何 
命题 的 内 容 按 简单 的 机 器 语言 输入 计算 机 ,计算 机 不 仅 能 在 
屏幕 上 显示 出 与 人 用 手 在 纸 上 演算 相 一 致 的 算式 ,而 且 能 以 
动态 作 图 方式 显示 出 相应 的 图 形 来 。 张 景 中 院士 等 人 所 取得 
的 成 果 , 被 著名 计算 机 科学 家 Boyer 誉 为 “使 计算 机 能 像 处 理 
算术 一 样 处 理 几 何 的 必由之路 上 的 一 个 里 程 碑 ”。 

张 景 中 院士 所 创立 的 消 点 算法 的 基本 思想 是 :首先 将 所 
要 证 明 的 几何 命题 的 结论 部 分 变形 ,使 得 等 式 右边 是 数字 1 
或 其 他 数字 ,然后 根据 作 图 顺序 (后 作 的 点 先 消去 的 逆向 顺 
序 ), 利 用 由 面积 方法 得 出 的 共 角 定理 、 共 边 定理 等 将 左边 的 
英文 字母 (相当 于 点 ) 依 次 消去 ,最 后 等 式 左边 的 字母 全 都 消 
去 而 只 剩 下 数字 。 如 果 所 得 的 数字 与 右边 原来 的 数字 相等 , 几 
何 命题 得 证 。 若 所 得 的 数字 与 右边 原来 的 数字 不 相等 , 则 几何 
命题 有 错 。 由 于 共 边 ( 共 角 ) 的 图 形 比 全 等 形 或 相似 形 的 图 形 
要 广泛 得 多 ,可 以 讲 是 比比 丝 是 ,因此 消 点 算法 可 以 说 是 一 种 


“万 能 算法 ”。 下 面 我 们 举 个 简单 的 例子 来 说 明 消 点 算法 的 解 
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题 步 又 。 

例 设 人 A4BC 的 两 条 中 线 AM、BN 交 于 点 G, 求 证 :4G 
一 2GM。 

解 ”第 一 步 , 首 先 将 定理 的 结论 部 分 变形 ,将 所 有 字母 移 
到 等 式 的 左边 , 即 要 证 明 AG/GM=2。 

第 二 步 , 作 图 。 根 据 定 理 的 假设 条 C 
件 依次 将 图 形 作 出 来 : 

(1)》 任 取 不 共 线 三 点 4、.B、C, 作 
和 人 A4BC( 假 设 部 分 )。 4 B 

(2) 作 边 BC 的 中 线 AM 得 中 点 
MM( 假 设 部 分 )。 图 5-2 


(3) 作 边 4C 的 中 线 BN 得 中 点 六 (假设 部 分 )。 
(4) 作 中 线 AM 与 BN 的 交点 C( 结 论 部 分 ) 。 
第 三 步 ,证 明 。 


AG _ Sapy 
7 ke (用 共 边 定理 消去 点 G) 
— (由 点 M 是 BC 的 中 点 消去 点 N) 
DOBCN 
1sg, 
=2x 革 (由 点 N 是 AC 的 中 点 消去 点 NN) 
2 ABC 


定理 证 毕 。 证 明 中 的 记号 $ 代表 三 角形 的 面积 。 
注 : 在 消 点 算法 中 ,一 般 先 消去 最 后 作出 的 点 ,然后 逆向 
逐个 消去 其 他 点 。 
消 点 算法 一 般 从 结论 开始 ,这 是 一 种 符合 人 脑 思 维 过 程 
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的 分 析 算 法 ,不 但 思路 清晰 而 且 学 生 容易 接受 。 

消 点 算法 不 仅 提 供 了 求解 几何 问题 的 固定 程式 (步骤 )， 
学 生 学 习 消 点 算法 后 就 能 按 一 定 的 步骤 用 笔 在 纸 上 演算 (证 
明 ) 儿 何 命题 ,就 像 学 习 代 数 一 元 二 次 方程 那样 按 一 定 步骤 去 
求解 ,从 而 使 平面 几何 变 得 更 容易 学 一 些 。 更 重要 的 是 张 景 中 
院士 将 消 点 算法 应 用 于 几何 定理 的 机 器 证 明 上 ,取得 了 突破 
性 的 进展 ,计算 机 在 屏幕 上 显示 的 证 明 格 式 与 人 用 笔 在 纸 上 
演算 几何 命题 的 证 明 格式 完全 一 致 ,实现 了 计算 机 的 可 读 性 
证 明 。 张 景 中 院士 等 在 Windows 系统 下 编制 了 “几何 专家 
V2. 0? 可 读 性 证 明 软 件 , 并 在 计算 机 上 证 明了 600 多 个 不 平 
凡 的 几何 定理 .最 近 , 张 景 中 院士 等 又 研制 出 与 现行 中 学 几何 
教材 同步 的 软件 ,这 样 就 为 在 中 学 平面 几何 教学 中 实现 计算 
机 辅助 教学 铺 平 了 道路 。 

1986 年 洪 加 威 在 (中 国 科学 》 上 发 表 论 文 指出 :对 于 一 类 
平面 几何 的 定理 ,只 要 按照 一 个 简单 的 规则 去 举例 ,并 对 具体 
的 数值 例子 计算 到 一 定 的 精确 程度 ,就 完全 可 以 用 来 精确 地 
判定 一 个 一 般 的 几何 命题 的 正确 性 ,这 就 是 例证 法 ,也 就 是 用 
举例 子 的 方法 证 明 几 何 定理 。 洪 加 威 所 提出 的 方法 在 理论 上 
是 可 行 的 ,但 由 于 其 复杂 性 迄今 未 能 在 计算 机 上 有 效 地 实现 。 

几乎 与 洪 加 威 同 时 , 张 景 中 院士 和 杨 路 教授 提出 了 数值 
并 行 法 ,在 计算 机 上 实现 了 用 举例 子 的 方法 来 证 明 几 何 命题 。 
这 种 方法 在 形式 上 更 接近 归纳 法 , 它 具 有 某 种 一 般 性 的 大 量 
实例 就 可 以 证 明 一 个 一 般 的 几何 命题 ,这 是 第 一 个 具有 实践 
意义 的 用 举例 的 方法 来 证 明 几 何 定理 的 数值 方法 ,在 计算 机 
上 可 以 在 很 短 时 间 内 实现 。 

用 举例 子 的 方法 来 证 明 数 学 定理 ,在 数学 界 一 直 是 很 妃 


讳 的 问题 .而 张 景 中 院士 等 利用 数值 并 行 法 ,在 计算 机 上 实现 
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了 用 举例 来 证 明 几 何 定理 ,这 不 仅 在 数学 上 是 很 漂亮 的 ,而 且 
对 其 暂 学 基础 也 会 引起 很 大 的 震动 。 . 

匡 文 俊 院 士 和 张 景 中 院士 等 先后 划时代 地 解决 了 初等 凡 
何 定理 的 机 器 证 明 及 可 读 性 证 明 这 两 大 难题 ,这 是 中 国 数学 家 
对 数学 定理 的 机 器 证 明 这 一 领域 所 作出 的 重大 贡献 。 张 景 中 院 
士 等 还 在 计算 机 上 实现 了 用 举例 子 方法 证 明 几 何 定理 。 而 博士 
生 导 师 杨 路 教授 又 解决 了 几何 不 等 式 的 机 器 证 明 间 题 ,这 样 初 
等 几何 定理 的 机 器 证 明 的 问题 基本 上 是 由 我 国 数学 家 解决 了 。 
因此 我 们 完全 有 责任 将 这 一 完全 由 中 国 数学 家 所 创立 的 方法 ， 
应 用 于 中 学 数学 现代 化 (机 械 化 ?的 实践 。 可 以 说 ,中 学 平面 儿 
何 现代 化 的 根本 出 路 在 于 机 械 化 ,我 们 只 有 坚定 地 走 机 械 化 的 
道路 ,才能 使 中 学 平面 几何 教学 改革 走出 困境 。 著 名 计算 机 专 
家 、 美 籍 华人 王 浩 教授 曾 对 张 莫 宙 教 授 说 “要 使 每 位 中 学 数学 
教师 都 懂得 吴 方 法 ”。 他 把 实现 平面 几何 机 械 化 的 重任 寄 希 望 
于 中 国 数学 教育 界 。 可 是 我 国 培养 中 学 数学 教师 的 摇篮 一 一 全 
国 高 等 师范 院 校 数学 系 , 在 培养 学 生 的 机 械 化 教育 方面 还 是 一 
个 空白 。1999 年 我 们 在 江西 师范 大 学 数学 系 开设 了 一 门 “ 初 等 
几何 定理 的 机 器 证 明 ” 课 ,以 便 对 高 等 师范 院 校 数学 系 学 生 进 
行 机 械 化 思想 的 教育 , 开设 “初等 几何 定理 的 机 器 证 明 ” 课 就 是 
为 21 世纪 培养 能 担任 平面 几何 机 械 化 重任 的 合格 师资 ,通过 
该 课程 的 训练 ,使 他 们 毕业 后 能 以 机 械 化 思想 积极 参与 到 中 学 
平面 几何 的 教学 改革 中 去 ,为 21 世纪 解决 平面 几何 教学 改革 
这 一 世界 性 的 难题 作出 贡献 。 另 外 ,我 们 还 在 江西 省 临 川 二 中 
一 个 班 进行 让 学 生 在 计算 机 上 证 明 几 何 定理 的 实验 ,该 实验 正 
顺利 进行 ,可 望 2000 年 底 结束 。 希望 有 更 多 的 中 学 进行 这 项 实 
验 。 只 要 我 们 大 家 共同 努力 ,相信 在 21 世纪 ,中 学 平面 几何 现 
代 化 (机 械 化 ) 一 定 会 在 我 国 首先 实现 。 
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吴 文俊 的 几何 定理 
的 机 囊 证 肥 方 法 


吴 文 使 的 几何 定理 的 机 器 
证 明 方 法 的 基 亦 思想 


吴 文俊 院士 所 创立 的 几何 定理 的 机 器 
证 明 方 法 (在 国际 上 被 誉 为 吴 方 法 ) 的 基本 
思想 是 :寻求 一 个 判定 算法 ,去 判定 一 个 几 
何 语句 的 真 伪 , 用 算法 (计算 机 能 识别 的 ) 
代替 通常 的 证 明 ,在 他 最 初 发 表 的 论文 中 ， 
就 用 下 面 的 例子 来 说 明 。 

例 勾 股 定理 (特殊 情形 )。 

我 们 将 勾 股 定理 看 做 一 个 语句 (S)。 


设 AoA14; 是 一 个 直角 三 角 
形 , 直角 为 人 A146Ahs, 设 直角 边 
AoA1、AoAs 的 长 分 别 为 za 、xs, 斜 
边 的 长 为 zt* 则 有 

?2 十 32 一 42。 

车 我 们 要 证 明 勾 股 定理 , 实 
际 上 是 判定 语句 (5S) 的 真 伪 , 也 就 
是 要 寻求 一 种 算法 去 判定 语句 
(9) 是 否 正 确 。 

为 了 解决 这 一 问题 ,首先 注意 到 语句 中 出 现 的 点 在 语句 
假设 条 件 限 制 下 所 具有 的 性 质 。 在 直角 三 角形 4A。A414, 中 ,4， 
和 4: 两 点 可 以 任意 选取 ,因此 这 两 点 的 坐标 也 就 可 以 任意 
选取 ,而 任意 选取 的 坐标 称 为 自由 变 元 。 由 于 4。 为 直角 处 ， 
受 直角 条 件 的 限制 ,A4。 的 坐标 只 有 一 个 可 以 任意 选取 , 另 一 
个 坐标 受 直角 这 一 假设 条 件 所 限制 , 受 假设 条 件 限 制 的 坐标 
称 为 约束 变 元 。 这 样 Ao(ziyt)、Ai(wz ,ua)、As(lu4sus) ,其 中 
UivUzsUssUsnUs 为 自由 变 元 ,而 zi 与 上 面 所 设 的 直角 边 的 长 
和 斜 边 的 长 x;、zx;、xs 都 是 约束 变 元 。 根 据 语 名 (5S) 中 的 假设 
条 件 , 再 根据 下 一 节 介 绍 的 基本 公式 ,可 列 出 以 下 的 代数 方程 
二 

42:4。| 4i4。 可 写成 

fi= (us— x) T+ (us—u) (us—ui)—0。 
直角 边 4,4。 的 长 可 写成 
fi=7x2 — (U2) (uu) =0。 
直角 边 4,4。 的 长 可 写成 


fs=x3— (Wx) — (us—u):=0。 


A, (us » us) 


A (x , 1) A (u,, 1,) 
6-1 
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斜 边 A14; 的 长 可 写成 
扩 一 zz 一 (zs 一 ta) 一 (zs 一 zs) 一 0。 
而 语句 (5) 中 的 结论 部 分 则 可 写成 
g=X2: 十 Xx3’ 一 Xx 二 0。 

于 是 判定 语句 (5) 的 真 盆 ,就 相当 于 在 假设 条 件 用 二 0、 
一 0、fs 二 0、 有 二 0 下 ,寻求 一 种 算法 使 结论 成 立 , 即 8 一 0。 

吴 文 俊 院 士 于 1977 年 所 创立 的 吴 方 法 ,就 是 寻找 到 的 一 
种 新 算法 , 吴 方 法 首次 在 计算 机 上 实现 了 一 大 批 几 何 定理 的 
证 明 。 

前 面 已 介绍 过 , 吴 方 法 分 为 三 个 步 又, 下面 我 们 详细 介绍 
这 些 步骤 。 

第 一 步 , 将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 

吴 方 法 主要 利用 解析 几何 中 的 坐标 法 ,将 几何 问题 化 为 
代数 形式 这 一 步 的 关键 是 选 好 坐标 系 ,选择 好 哪些 坐标 为 自 
由 变 元 ,哪些 坐标 为 约束 变 元 。 一 般 地 ,自由 变 元 都 是 由 与 几 
何 命题 的 假设 条 件 没有 关系 的 、 所 选取 的 自由 点 的 坐标 所 组 
成 ,而 约束 变 元 是 由 受 几 何 命题 假设 条 件 所 限制 的 点 的 坐标 
所 组 成 。 用 zi、w2……un 表示 自由 变 元 ,用 x1、xo…… zn 表示 
约束 变 元 。 根 据 几 何 命题 的 假设 条 件 和 结论 部 分 ,以 及 下 一 节 
介绍 的 基本 公式 及 方法 ,就 可 将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 

首先 将 假设 条 件 化 为 变 元 方程 组 的 形式 


hn (ui 9 了 2 Un Tl X29 "" ,Tm) =—=0, 
filu yay May TI X29 Tm) —=0, 

(1) 
fn ui 12 9 Uny Tis Tes Tm) = 0 


其 中 方程 组 的 左边 都 是 以 自由 变 元 和 约束 变 元 为 自 变量 
的 多 元 多 项 式 。 
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而 结论 部 分 也 表示 为 多 元 多 项 式 
BE (CU15229 tnyZ12y mn) 一 0。 (1') 
或 者 是 多 元 多 项 式 组 的 形式 。 
第 二 步 ,三 角 化 一 整 序 一 化 为 吴 升 列 。 
将 第 一 步 中 假设 部 分 公式 (1) 按 约束 变 元 重新 排序 ,就 是 
将 (1) 式 按 约束 变 元 排 成 三 角形 形式 ,也 称 为 吴 升 列 或 称 为 三 
角 化 。 | 
所 谓 三 角 化 ,就 是 通过 类 似 于 解 线 性 方程 组 的 高 斯 消 元 
法 的 代数 方法 ,将 (1) 式 改写 成 
fi (uu Un TT )=0, 
fi (usU2s "Uns ) 一 0， 


(2) 


fi 《Li Un TI XE 9 Th ) = 0 

上 式 与 (1) 式 不 同 的 是 方程 的 顺 
序 不 仅 重 新 排列 过 ,而 且 约 束 变 元 的 
顺序 也 重新 排列 过 。 在 (2) 式 中 第 一 
个 方程 只 含有 第 一 个 约 东 变 元 汉 
(可 能 不 是 (1) 式 中 的 第 一 个 约束 变 
元 ,而 是 重新 排序 后 的 第 一 个 约束 变 
元 ) 和 自由 变 元 。 第 二 个 方程 只 含有 
第 一 个 约束 变 元 zx; 和 第 二 个 约束 变 图 62 
元 过 (重新 排序 后 的 ) 以 及 自由 变 元 …… 第 m 个 方程 含有 前 
面 mw 一 1 个 约束 变 元 和 第 m 个 约束 变 元 z; (重新 排序 后 的 ) 
及 自由 变 元 ,这 样 ,三 角 化 过 程 实际 上 是 将 约束 变 元 排 成 三 角 
形 形 状 ,如 图 6-2。 

做 到 这 里 是 不 是 说 第 二 步 就 算 完 成 了 ? 不 一 定 。 这 要 由 这 些 
多 项 式 中 最 后 一 个 约束 变 元 的 系数 来 决定 .如 果 最 后 一 个 约束 变 
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元 的 系数 中 含有 其 他 约束 变 元 的 次 数 都 不 超过 一 次 ,第 二 步 就 算 
完成 了 ;如 果 有 超过 一 次 的 就 要 通过 其 他 代数 方法 ,将 其 次 数 降 
为 一 次 ,直到 每 个 方程 中 最 后 一 个 约束 变 元 的 系数 中 所 含 其 他 约 
东 变 元 次 数 都 不 超过 一 次 ,第 二 步 才 算 完 成 。 

第 三 步 , 作 逐次 除法 一 一 验证 结论 真 伪 。 

把 命题 的 结论 部 分 写成 多 项 式 g= 王 0, 将 85 除 以 . 太 ( 就 是 
通常 的 多 项 式 之 间 的 除法 一 一 轧 转 相 除 法 ), 其 中 户 为 (2) 
式 中 最 后 一 个 多 项 式 , 并 把 它们 都 看 做 约束 变 元 zx; 的 多 项 
式 。 为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 ( 如 果 是 分 式 ,分 母 可 能 为 0, 计 
算 机 就 不 能 识别 ), 要 给 g 乘 上 非 零 因 子 cj, 因此 实际 上 是 将 
cg 除 以 广 ” ,将 这 一 结果 写成 代数 等 式 , 即 

Cg—=a'ifn +R (3) 
其 中 a 和 为 所 得 商 式 ,R, 为 余 式 。 

再 将 余 式 Ra 除 以 成 1[(2) 式 中 倒数 第 二 个 多 项 式 j], 把 
Ra 和 /1 都 看 做 约束 变 元 x-! 的 多 项 式 ,为 了 各 免 商 式 中 
出 现 分 式 , 要 给 R, 乘 上 非 零 因 式 cs, 将 这 一 结果 写成 代数 等 
式 , 即 

caRn—=a' sfa it Rai (4) 
其 中 a'; 为 所 得 商 式 ,R,-1 为 余 式 。 

再 把 余 式 Ra i1 除 以 户 -: ,把 Re 和 :都 看 做 约束 变 
元 z*-: 的 多 项 式 ,为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 , 要 给 尺 。: 乘 上 
非 零 因 式 cs, 将 这 一 结果 写成 代数 等 式 , 即 

csRn_1=a’'sf»_2+ Rn_2。 (5) 

依 同 样 方 法 进行 下 去 ,最 后 得 

cm-1R3=a m1f? + Rs。 
cnRs=a’nfi + Ri。 
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把 上 面 的 (3) 式 乘 上 c:, 然 后 把 (4) 式 代 和 人 ,得 
clc28 =a' ic fa Ta ofait Ri1o 
再 把 这 个 式 子 乘 上 cs, 然 后 把 (5) 式 代 和 人 ,得 
C1C2C38 =—a'icac3 fn ta cs faita’ fs Rn_2o 
依 同 样 方 法 进行 下 去 ,并 令 Ri 一 R, 最 后 整理 得 
CiC2C3°"°Cng =aifi tazsfa-it"* tanfi +R. (6) 

上 面 过 程 中 第 二 步 三 角 化 和 第 三 步 逐 次 除法 都 是 可 以 通 
过 计算 机 完成 ,这 样 要 证 明 一 个 几何 命题 ,只 要 将 此 几何 命题 
的 假设 部 分 和 结论 部 分 分 别 化 为 代数 形式 (1) 和 (1') 式 ,然后 
输入 计算 机 ,通过 计算 机 计算 ,最 后 输出 结果 (6) 式 .从 输出 结 
果 (6) 式 可 以 看 到 ,在 假设 条 件 户 =0, 户 =0…… 廊 一 0, 以 及 
附加 条 件 ( 前 面 介绍 的 所 谓 非 退化 条 件 )ci 天 0,cs 天 0……cn 天 
0 下 ,如 果 输 出 结果 (6) 式 中 余 式 R= 二 0, 一 定 能 得 到 g= 二 0, 即 
几何 命题 得 证 。 如 果 R 关 0, 则 几何 命题 不 成 立 。 


和 将 基本 的 几何 问题 化 为 代数 形式 


在 平面 几何 定理 的 机 器 证 明 过 程 中 ,有 一 个 很 重要 的 步 
又 就 是 将 平面 几何 问题 化 为 代数 形式 ,可 通过 三 角 方 法 .向 量 
方法 和 坐标 方法 等 方法 进行 ,而 吴 方 法 主要 是 通过 解析 几何 
的 坐标 法 去 实现 的 。 下 面 首先 介绍 用 坐标 法 将 平面 几何 中 的 
一 些 基本 几何 问题 如 垂直 、 线 段 相等 ,三 点 共 线 ,三 线 共 点 、 平 
行 等 化 为 代数 形式 。 

线段 相等 

设 点 A4、B、C、D 的 坐标 分 别 为 A(zi,zx2)、B (zs, x)、 
C(xzs,X6)、DCxi ,Xs), 如 图 6-3。 若 线段 4B 与 CD 相等 , 即 4B 

47 


二 CD, 则 可 以 利用 解析 几何 中 两 点 间 的 距离 公式 表示 为 { 
NM (Xs— Xz) 二 (tx) = V Cr 一 :十 (za 一 Z6) 2 。 


将 上 式 两 边 平方 ,并 将 所 有 代数 式 移 到 等 式 的 左边 ,得 
(zs 一 21)2 十 (zi 一 Zo)2 一 (zy 一 Z5)2 一 (zs 一 X6)2 一 0。 (7) 


这 样 公式 (7) 就 将 线段 相等 化 为 代数 形式 。 


B(x%,, x) B(x,, x) 
和 
A Jo CQ, Xo) 


| 
C ss Vs, 7? 
6 Cs,x) Db, x) 


图 6-3 图 6-4 


一 点 是 两 点 的 中 点 
如 图 6-4, 设 点 已 (zs ,Za) 是 点 4(Cziyz?) 与 点 C(xs ,TX6) 的 
中 点 , 则 可 利用 解析 几何 中 的 中 点 坐标 公式 


十 25 _ Xs Te 
Te 3» Hp oo 


yy 4 一 
而 上 式 可 表示 为 方程 组 的 形式 
223 一 TI 一 25 一 0， 
1 《8) 
代数 式 (8) 实 际 上 表示 了 “B 是 4B 的 中 点 ”或 特殊 形式 
(退化 情形 )*A、B、C 三 点 重合 ”这 样 的 几何 问题 。 
两 直线 平行 
如 图 6-5, 要 表示 4B/CD, 可 设 4B 所 在 直线 的 斜率 为 
Kn，CD 所 在 直线 的 斜率 为 Kcop, 根 据 两 直线 平行 的 充 要 条 
件 有 Kas 二 Kco, 即 
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4 一 全? Te Xs 
48 一 元, 一 2 Ko 
整理 成 方程 的 形式 可 表示 为 
(X14— Ta) (XI— Xs)— (rs— ZX1) (re—x6) =0。 (9) 


代数 等 式 (9) 实 际 上 表示 “AB//CD” 或 其 特殊 形式 (退化 
情形 )“ 点 4 与 点 B 重 合 ” 或 “点 C 与 点 DD 重合 ”或 “4B 与 CD 

在 同一 直线 上 ?等 几何 问题 。 
Cox 


B(x,, *%) 


有 Co x) Do 站 
D(x,, x) 
4 2 Cs, x0 A(x,, x,) 
图 6-5 6-6 
两 直线 垂直 


如 图 6-6, 表 示 几 何 问题 4B | CD, 则 可 利用 两 条 直线 垂 
直 的 充 要 条 件 天 4p。 开 cp 一 一 1, 有 


Xt Te ,48 Xe 
Kg 天 cp Xs— XI TIX 1。 
整理 成 方程 的 形式 ,得 
(XT4— Xs) (Xs— Xe) (XX) (ri— ws) = 0 (10) 


代数 等 式 (10) 实 际 上 表示 “4B CD” 或 其 特殊 情形 “A 
与 已 重合 ?或 “C 与 DD 重合 ”等 几何 问 
题 。 CC xe) 

三 点 共 线 ec 车 

如 图 6-7, 要 表示 4(Cz，zz)、 A , %) 
B(zs,TI)、Clzs,xo) 三 点 共 一 条 直线 ， 
可 利用 AC 所 在 直线 与 BC 所 在 直线 图 6-7 
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全 


平行 的 条 件 来 描述 , 即 有 
(T4— Xe) Xi— x)— (Ta— rs) (rs— Te) = 0 (11) 
等 式 (11) 实 际 上 是 从 BC 与 4C 的 斜率 相等 条 件 导 出 
的 , 它 表示 “A、B.C 三 点 共 线 ?或 其 特殊 情形 “三 点 中 有 两 点 
重合 ”或 “三 点 重合 ”等 情形 。 
如 果 读 者 熟悉 行列 式 知 识 , 等 式 (11) 还 可 以 写成 行列 式 
的 形式 , 即 
x! zz 1 
Xs XxX 1|=0,。, 
xs ze 1 
展开 此 行列 式 又 可 写成 
(TT41 X273)— (Tire — rars) + rare— rrs)=0. (11') 
三 直线 共 点 
如 图 6-8,A4B、CD、EF 三 条 直线 都 经 过 点 C, 可 以 用 三 个 
等 式 来 表示 ,这 三 个 等 式 分 别 表示 4.B、G 三 点 共 线 ,C.D、G 
三 点 共 线 ,以 及 五 下 .G 三 点 共 线 。 这 样 的 三 个 等 式 可 利用 等 
式 (11) 得 到 , 即 
(Xs— Tu (Xi1— X13) — (Xs— X13) (Ts— X14)=0, 
[mm 《12) 


(zi 一 Ti)(ze 一 Z3) 一 (2 一 Zls)(Czio 一 ZX) 一 0。 


G(xs, Xu) 
B(x, » Xx) FO » xu) 


DCO,,X) 


CC Xo) E(x,, Xn) 


图 6-8 
50 


两 角 相 等 

如 图 6-9, 表 示人 ABC 与 人 DEF 相等 ,不 但 需要 它们 的 
度数 相等 ,而 且 需 要 它们 从 始 边 BA、ED 旋转 到 终 边 BC、EF 
的 方向 也 要 相同 ,也 就 是 要 么 同 为 逆 时 针 方向 ,要 么 同 为 顺 时 
针 方 向 。 


E(x, ,Xn) 有 Co xy 
DG, 区 


CC,X9 
FQ, Xm AG, 车 


6-9 
如 果 一 个 角 从 始 边 旋转 到 终 边 的 方向 是 道 时 针 方 向 , 则 
这 个 角 的 正切 值 为 
Ka—Kys (Cx) 
1l+Ky Kw 
其 中 Kw 、Ks 分 别 表示 这 个 角 的 始 边 和 终 边 的 斜率 。 
图 6-9 中 的 人 4BC 二 人 DEF( 角 的 方向 相同 ) ,利用 (x ) 
式 , 它 们 的 正切 值 应 相等 ,整理 得 
[ze—z) xi— zs) — (rs— za) (xs— zi) |] 
[zu— zx) (x1— x) (xis — x10) (zs— x10) ] 
一 [za 一 zio)(Czy 一 Zo) 一 (zs 一 Zio)(Cza 一 zo)] 
[Cs 一 za) (zi 一 za) 十 (zs 一 ze)(zs 一 zi)] 
一 0。 (13) 
这 个 代数 等 式 实际 上 表示 “一 4BC 与 人 DEF 的 度数 相 
同 且 旋转 方向 相同 ?或 “4 与 B 重合 ”或 “C 与 B 重合 ”或 
“人 ABC 与 人 和 DEF 度数 互 为 补 角 且 旋转 方向 相反 ?等 情形 。 
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点 在 角 平 分 线 上 
如 图 6-10 设 点 书 
在 4BC 的 平分 线 上 , 则 
/4BP 一 一 PBC。 像 上 述 
那样 ,利用 (x*) 式 考虑 
LABP 的 正切 值 与 图 6-10 
人 PBC 的 正切 值 相 等 而 得 到 下 列 等 式 
[L(Czs 一 ze)(Czi 一 xs) 一 (za 一 Co)(zy 一 Za)] 
[zs 一 zs)(zy 一 zs) 十 (zs 一 Z4)(Czs 一 Z4)] 
一 [(z 一 zz 一 Z3) 一 (zs 一 Z)(Czs 一 zs)] 
[xr— zs) (xi— zx) (xa— xz) (zs— zx4)] 
一 0。 (14) 
代数 等 式 (14) 表 示 的 实际 上 是 “P 在 人 4BC 的 角 平 分 线 
上 上”, 或“P 在 人 人 ABC 的 邻 补 角 的 角 平 分 线 上 ”, 或 “4 与 召 重 
合 ” 或 “C 与 B 重合 ”或 “4 与 C 重合 ”等 情形 。 
线段 的 比 要 等 
如 图 6-11, 设 线段 AB 与 CD 的 比 等 于 线段 EF 与 GH 


的 比 , 即 人 二 去 站 ; 则 可 利用 两 点 间距 离 公式 表示 为 


pa 
400 条 


Cs, x9 DQ, xX) 
El, ,Xo G Cn, XY 
F Cu, x Hs,x9 
6-11 
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[zi mx) (rex) [Crzas 一 215)2 十 (Zu 一 Z16)2] 
—[(zs—z7)+ (ze— xs) L(Cze 一 Zu 和 十 (zio 一 Zi27] 
一 0。 (15) 
这 个 等 式 实际 上 表示 “线段 4B 与 GH 的 积 等 于 线段 
CD 与 EF 的 积 ”, 也 可 表示 “A 与 刀 重 合 且 C 与 刀 重 合 ”, 或 
“A 与 BB 重合 且 E 与 F 重 合 ”, 或 “G 与 及 重合 且 C 与 D 重 
合 ”, 或 “G 与 五 重合 且 玖 与 了 重合" 等 情形 。 
一 点 分 两 点 成 定 比 
如 图 6-12, 设 点 分 4、B 两 点 成 定 比 4, 即 PP 在 4、B 所 
在 的 直线 上 , 且 有 向 线段 4P 与 有 向 线段 P 之 比 为 4。 当 点 
P 在 A.B 之 间 时 4 为 正 [如 图 6-12( 上 图 )], 当 PP 在 4、.B 之 
外 时 4 为 负 [ 图 6-12( 下 图 )]。 


BO, x) 


P(rs, xe) 
A , x:) 


4 , x:) 有 Cn， Xs) Ps, xo) 
C—O 


6-12 
设 点 卫 分 4、B 成 定 比 4, 由 定 比 分 点 公式 ,有 


Xs Xl Te TX» 


4， 


X3— Xs 4 一 6 
整理 成 方程 形式 可 表示 为 
全 Xl A(xs Z5) 一 0， 


Xe TX, ACT4 Z6) 一 0。 


(16) 


上 述 代数 式 实际 上 表示 “P 分 A、B 成 定 比 A”, 或 “4、B、 
P 三 点 重合 ”, 或 “4 与 B 重合 且 了 不 与 4.B 重合 "等 情形 。 
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一 点 在 圆周 上 PCo x) 

如 图 6-13, 设 点 忆 (zs,z) 在 以 点 
Of(ziyzz) 为 圆心 ,r 为 半 经 的 贺 上 ,利用 贺 
的 方程 可 表示 为 

(zs—X1) :T+ (zm—Zz2) :=r:,。 (17) 

当 > 为 零 时 ,这 个 等 式 可 表示 PP 与 0 图 6-13 
重合 。 

四 点 共 贺 

如 图 6-14, 设 4、.B.C.D 四 点 共 圆 ,这 个 圆 的 贺 心 为 O， 
半径 为 r, 则 这 四 点 共 圆 可 表示 为 下 列 方程 组 的 形式 


D(x,, x) CC Xo 
A , %) 有 Co 
6-14 


(zi 一 Zoo) 十 (zs 一 Zio)2 一 7 ， 
(Xs3— Xo) — (Ts— X10) =r’, 
(18) 
(zs—Zz9)! + (ze— Zz10):=r?, 
(x1—Xx9) tT (Xe— X10) =r 
也 可 以 利用 角 的 旋转 方向 及 相等 互补 关系 ,将 四 点 共 贺 
用 前 面 表示 两 角 相 等 的 式 子 来 表示 。 在 图 6-14 中 A、B.C.D 
四 点 那样 的 位 置 情况 下 ,一 4BD 与 人 A4CD 旋转 方向 相同 且 
度数 相等 ,一 4BC 与 人 4PDC 旋转 方向 相反 且 互 为 补 角 。 
上 面 我 们 举 出 了 一 些 基 本 几何 问题 化 为 代数 形式 的 公 
式 , 在 利用 吴 方 法 证 明 几 何 问题 时 会 经 常用 到 ,到 时 只 要 套 公 
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式 就 行 。 如 果 遇 到 上 面 没 有 提 到 的 几何 关系 时 ,也 可 仿照 上 面 
的 方法 ,把 它们 化 为 代数 形式 。 


一 些 具 休 的 例子 


前 面 我 们 详细 叙述 了 吴 方 法 的 基本 思想 及 其 求解 几何 命 
题 的 三 个 步骤 ,下 面 我 们 通过 几 个 具体 的 例子 ,来 说 明 如 何 应 
用 该 法 去 求解 几何 问题 .这 些 例子 基本 上 都 可 以 用 手笔 解决 ， 
但 是 所 用 的 方法 与 在 计算 机 上 的 方法 是 一 致 的 ,只 不 过 要 通 
过 软件 设计 使 计算 机 能 识别 而 去 进行 计算 。 

例 1 求证 :三 角形 的 三 条 高 共 线 。 

解 如 图 6-15, 首 先 选 小 C(0,u) 

取 好 坐标 轴 , 以 俯 ABC 的 AB 
边 所 在 直线 为 工 轴 , 过 点 C 
的 高 线 为 y 轴 , 而 过 C 的 高 
与 底 边 4B 的 交点 为 坐标 原 
点 O,BC 边 上 的 高 AD 与 
AB 上 的 高 CO 的 交点 妃 , 设 
各 点 的 坐标 为 A (ui, 0)、 图 6-15 
Bl(us,0).CC0, ww3)\ 昌 (0,z1)。 其 中 4、B.C 三 点 为 自由 点 ， 
所 以 它们 的 坐标 wa ,zs zs 为 自由 变 元 ,而 两 高 的 交点 豆 受 假 
设 条 件 所 限制 ,所 以 zi 为 约束 变 元 。 

只 要 能 证 明 BH」AC, 即 证 明了 三 高 交 于 一 点 。 下 面 用 
匡 方法 来 证 明 此 题 。 

第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 

假设 部 分 :A 态 | BC, 由 本 章 公 式 (10), 得 


A(u,0) 0 Blu.,0) 
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fi= (zi—0) (ws—0)+ (0~—u) (0—w)=zriu tu = 0 
结论 部 分 :B 玉 |AC, 由 本 章 公 式 (10), 得 
g=(zxi—0) (us—0)+ (0—wu) (0—u)=zrutuu = 0, 
第 二 步 , 三 角 化 。 
由 于 假设 条 件 只 有 一 个 方程 和 一 约束 变 元 ,已 经 三 角 化 
了 。 
第 三 步 , 作 逐步 除法 。 
由 于 六 与 g 完全 相等 ,因此 将 g 除 以 用 得 g=f 十 R。 
其 中 商 式 为 1, 而 R= 二 0, 故 命题 得 证 。 
例 2 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 。 
解 ”如 图 6-16, 首 先 选取 好 ) 
坐标 系 , 以 直角 三 角形 的 两 直角 
边 40O 与 BO 分 别 为 工 轴 和 y? 
轴 , 直 角 顶 点 为 原点 O, 取 总 为 
斜 边 4B 的 中 点 ,并 设 它 们 的 坐 
标 分 别 为 OC0,0)、A(2u,0)、 AQu,0) 
BC(0,2u2)( 这 里 设 2u1、2us, 是 由 图 6-16 
中 点 条 件 所 定 , 以 便于 计算 ) 以 及 D(zi,zi)。 其 中 0O、A4、B 三 
点 是 任意 选取 的 ,所 以 它们 的 坐标 中 的 wi、us 是 自由 变 元 ,而 
中 点 DD 受 假设 条 件 所 限 , 所 以 其 坐标 中 的 zs 为 约 东 变 元 。 
下 面 用 匡 方 法 求解 此 题 。 
第 一 步 , 将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 
假设 部 分 :由 于 DD 是 4B 的 中 点 , 故 由 本 章 公式 (8) ,得 


f=xi—u=0, 


B(0,2u,) 


DO , x;) 


fi=Zxs—uzs= 0。 
g =(z? 十 Xz?) 一 (wi 十 愉 ) 二 x? 十 Xi 一 ui 一 w? 
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一 (zi 一 上 )(Czi 十 xi) 十 (zz 一 zx)(Czs 十 txtz) 一 0。 
第 二 步 ,三 角 化 。 
由 于 方 中 只 含有 约束 变 元 zi 而 户 又 只 含有 约 东 变 元 
za。 因此 用、f; 本 身 就 已 经 三 角 化 了 。 因 此 可 令 
fr =fi=r—u=0,fi =f=r2—u=0。 
”第 三 步 , 作 逐步 除法 。 
将 g 除 以 fz , 即 
,十 
2 一 zz J xs—us) Tsu) 二 ri—u) zi) 
(x2— U2) (Ts ua) 


(Xi1—u1) (zitu) 
亦 即 


8 一 (zz 十 zs) +R;,, (19) 
其 中 Rs= (x 一 U1) (zi 十 1)。 
以 Rs 除 以 所 ,类 似 地 得 
Rs= (zt+u) fr +R, (20) 
其 中 R 二 0。 若 将 (20) 式 代 人 (19) 式 ,得 
g 王 (zi 十 z) 户 十 (zz 十 zz) 十 尺 ， 
其 中 R 二 0。 命 题 得 证 。 
例 3 求证 :对 角 线 互相 垂直 的 平行 四 边 形 是 菱形 ，。 
解 如 图 6-17, 首 先 选取 坐 
标 系 ,使 平行 四 边 形 4BCD 一 个 
顶点 4 为 原点 ,AB 边 所 在 直线 为 
Z 轴 ，, 垂 直 4 的 直线 为 y 轴 , 设 
ABCD 各 个 顶点 的 坐标 分 别 为 |/. > 
A(O0,0)、 B (ui, 0).C (us, x1)、 A(0,0) Blu,0) 
DGCzzzli), 其 中 加 xc 为 自由 变 图 6-17 


了 


D@,, x') Cu,,x) 


97 


元 ,zi\zs 为 约 东 变 元 。 由 于 ABCD 是 平行 四 边 形 , 所 以 点 C 
的 纵 坐 标 与 点 DD 的 纵 坐 标 相 等 。 下 面 用 吴 方 法 证 明 此 题 。 

第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 

假设 部 分 :由 于 4BCD 是 平行 四 边 形 , 故 AD// BC, 由 本 
章 公式 (9), 有 


f=x(u—u)— rri=0。 (21) 
由 假设 条 件 4C 上 BD, 故 由 本 章 公 式 (10), 有 
f=zxttu(rs—tu)=0。 (22) 


结论 部 分 :要 证 4BCD 为 蓉 形 , 即 要 证 明 4B= 二 4D, 由 本 
章 公式 (7), 有 
g=uf— (zt 二 +zxi)=0。 
第 二 步 ,三 角 化 。 
由 于 zi 关 0, 在 (21) 式 中 消去 ri, 得 
fi 二 一 Xz 十 Ws 一 U1 二 0。 
而 (22) 式 可 写成 
fi =fs=zx{turs— uus—0。 
这 样 就 把 所 看 做 只 有 zs 的 方程 ,这 时 zz 就 被 看 做 是 第 一 个 
约束 变 元 ;而 f2 看 做 是 只 有 zi 与 zz 的 方程 ,这 时 zi 被 看 做 
是 第 二 个 约束 变 元 ,假设 部 分 就 三 角 化 了 。 
第 三 步 , 作 逐次 除法 。 
把 g 除 以 fz (把 它们 都 看 做 是 zi 的 多 项 式 ), 得 
好 十 zzz 一 zzz rar 


—X1—Uzsrst uus 


一 好 十 zz 十 好 一 zatsz 
即 
g=—fi+R,, (23) 
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其 中 Rs 二 一 x? 十 wzzz 十 ui 一 wiwz。 
再 把 R, 除 以 方 ,得 
Te 
—ZzzTus—u }—zi 二 wurst ui — uu 


2 
— Xi UzTs — WT 


2 
UiXzsT ul— Wiuz 


2 
UiXz 二 ui— ud 


0 
即 
Rs,= (xz:—u)f? +R, (24) 
其 中 R 二 0。 
将 (24) 式 代入 (23) 式 ,得 
g= 一 fi 十 (zu)f? 二 R。 
由 于 廊 ==0,fi = 二 0,R 三 0, 则 必 有 g=0。 命 题 得 证 。 
例 4 垂直 于 弦 的 直径 平分 此 弦 。 
解 ” 如 图 6-18, 首 先 选取 坐 y 
标 系 ,以 圆心 O 为 原点 , 任 取 两 《多 ; 雹 
条 互相 垂直 的 直径 为 z 轴 和 y 人 
轴 , 在 圆 上 任 取 两 点 4. 如 ,它们 
的 坐标 为 4( zz)、B(Cayz)， 
过 O 作 4B 的 垂 线 交 AB 于 万 ， 
点 品 的 坐标 为 D(zxi,x;)。 下 面 
用 吴 方 法 来 证 明 此 题 。 
第 一 步 , 将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 
假设 部 分 :由 假设 OD 4B, 利 用 本 章 公 式 (10), 得 
f= (us—u) (zi 一 0) 十 (一 zz)z 一 0。 


图 6-18 
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由 同 圆 的 半径 相等 , 故 OA 一 QB。 利用 本 章 公 式 (7), 得 

fs=uitui—ui—ut=0。 

结论 部 分 :要 证 明 4D=BD, 由 本 章 公 式 (7) ,有 

g= Cz) Wz) (U3— TX1) — (um— Xs) =0, 

第 二 步 ,三角 化 。 

由 于 只 有 所 含有 约 东 变 元 ,所 以 可 认为 它 已 三 角 化 了 。 
将 结论 g 二 0 变形 为 

gg =U —2uxri 二 zi 二 ui—2ur: 二 2 

一 Ww 十 2u3Tx1 一 ZX? 一 Ww 十 2uyrxz 一 X? 
=2[ (ws—u)zit (uu) zr tu? tui—ui—ui=0。 
第 三 步 ,逐步 除法 。 
将 g 除 以 记得 
g=2fi+R:, C25) 

其 中 Rs 二 wi 十 ui 一 uf 一 u4。 

再 将 Rs 除 以 户 , 由 于 Rs 二 f;, 有 

R;= fi+R, 
其 中 R 寺 0。 再 将 上 式 Rs 代入 (25) 式 ,得 
8=2fi 二 f+R， 

其 中 R 二 0。 命题 得 证 。 

例 5 在 八 4BC 中 ， 了 
D 是 4B 的 中 点 , DE/ 
BC, 求 证 :E 是 AC 的 中 
点 。( 中 位 线 定理 ) Do ,加 

解 ” 如 图 6-19, 首 先 
选取 坐标 系 , 以 A4BC 的 
4 号 边 为 ?> 轴 , 点 恕 为 原 
点 , 则 可 设 A (0, 2ui)、 图 6-19 
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A(021) 


BC(0,0) .CC yz) .DC0,u1)、E(zi,Xxz)。 其 中 设 A(0,2u1) 是 为 
计算 方便 。 其 中 tw、wz、us 为 自由 变 元 ,zi\zs 为 约束 变 元 。 下 
面 用 匡 方法 证 明 此 题 。 
第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 
假设 部 分 :由 DEV BC ,根据 本 章 公 式 (9), 有 
fi = Wu) (um—0)— (xz—0)(u—0) 
一 zzZ2 一 taZ1 一 tt 一 0。 (26) 
再 由 4、E.C 三 点 共 线 ,根据 本 章 公 式 (11) ,有 
fi 一 (zs 一 22)(xs 一 0) 一 (zi 一 0)(xs 一 2x) 
一 za 一 1 十 2 一 2xt 一 0。 (27) 
结论 部 分 :要 证 AE==EC ,根据 本 章 公 式 (7), 有 
EC 
二 ZX? 十 TX 一 4Uizzs 十 4u? 一 Ww 十 2w2XT1 一 xI 
一 U3 十 2uU3Xxo 一 Zz? 
= 一 4wuizs 二 24U3Tz 十 2uzXz1 十 4u? 一 wi 一 uf。 


第 二 步 , 三 角 化 。 


A 


心 


万 王 户 一 万 王 2 一 zz 一 0， 
肛 一 万 一 xz 一 ta 十 2 一 2xitz。 
第 三 步 , 作 逐次 除法 。 
将 g 除 以 f2 ,并 将 g 和 f2 都 看 做 约束 变 元 zs 的 多 项 
式 , 为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 是 将 wsg 除 以 万 ,得 
usg =2(u3— 2u1) fi + R,, (28) 
其 中 
Rs,—2(u?tui— hwustt du?) zi — duius— ui— uu huiususo 
再 将 Rs 除 以 卢 ,把 它们 都 看 做 zi 的 多 项 式 。 为 了 避免 
商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 是 将 wu.R; 除 以 万， 即 
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uBRs= (ui tus— duust4u) ft +R, (29) 
其 中 R=0。 
将 (28) Xuwi, 再 将 (29) 代 入 ,得 
tug = 2 Wm uf 二 Gtus hwust hu) fi 十 尺 。 
当 妈 关 0,wuz 关 0 时 ,由 户 二 0, 广 二 0,R 生 0, 必 得 g==0， 
命题 得 证 。 
其 中 wi 隆 0,us 关 0 为 非 退 化 条 件 。 
当 如 = 二 0 时 ,点 4 与 点 B 重 合 ,ABC 不 成 为 三 角形 ; 
当 w==0 时 , 则 点 C 在 4B 边 上 ,因此 此 命题 在 il 关 0， 
zs 天 0 的 条 件 下 才能 成 立 。 
例 6 求证 :等 腰 梯 形 两 底 角 相等 。 
解 ” 如 图 6-20, 选 取 坐 标 
系 , 以 等 腰 梯 形 底 边 一 顶点 4 
为 原点 , 底 边 为 x 轴 , 则 可 设 
ACO0,0)、B (ui, 0)C (Cu, ws) 
D(zisUs) ,其 中 wi、wz、us 为 自由 x 
变 元 。z 为 约 东 变 元 ,现在 用 吴 ”4(0,0) Bu,0) 
方法 证 明 此 题 。 图 6-20 
第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 
假设 部 分 :由 于 4D= BC, 由 本 章 公 式 (7) ,得 
万 =zxitui— (wm) —us 
一 (zi 十 zx 一 zx)(zi 一 zz 十 2 ) 一 0。 (30) 
又 因 4AD 与 BC 不 平行 (根据 梯形 定义 ), 故 由 本 章 公式 
(9) ,有 
(zt 一 0) (zs 一 12) 一 (Zi 一 0)(zs 一 0) 一 za (ta 一 2 一 Z1) 天 0。 
假设 ws 天 0, 则 zi 一 妇 十 zz 天 0 而 由 (30) 式 万 = 一 0, 结 合 这 
两 个 条 件 必 有 
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Cu,, us) 


户 一 zi 十 zx 一 由 一 0。 
结论 部 分 ;由 本 章 两 角 相 等 公式 (13), 有 
g 一 [(a 一 0)( 一 0) 一 (0 一 0) (zi 一 0)][(0 一 z) (zz 一 
wu)+ C0—0) Cus—0)]—[(0—0) (Guu) — (us—0) 
(0—ui) [Cri—0) C0)+ (us—0) (0—0)] 
=uius[ ~—u Uz— 1) |— uta (XW) 
=—uius(zius—ui) 
一 0。 
由 于 只 有 一 个 变 元 ,本 身 就 已 三 角 化 了 ,又 因为 wi 闫 0(B 


与 4A 不 重合 ),u 关 0(DC 与 4B 不 在 同一 直线 上 ), 由 f=0 
可 直接 推 得 g 一 0( 由 于 fs=g, 故 g 除 以 fs 所 得 余 式 R 三 0)。 
命题 得 证 。 


选取 坐标 系 ,以 三 角形 一 项 
点 4 为 原点 ,4 所 在 的 边 
为 x 轴 ; 为 了 减少 计算 ,可 
设 4(0,0)、B (2u1, 0)、 


例 7 求证 :三 角形 的 两 条 中 线 的 交点 分 中 线 成 2: 1。 


解 ” 如 图 6-21。 首 先 


了 CQu,2u,) 


E(u,,us) Dlut+ U2,13) 


pi 


Cl2u, ,2u3), BC 上 的 中 点 A(0,0) Buoy 
Dl(uitus sus), AC 边 上 的 

图 6-21 
中 点 E(us, us), 两 中 线 的 


交点 为 Gz zz)。 其 中 Ul U2z\ Us 为 自由 变 元 ,z、 X2 为 约束 变 


元 。 下 面 用 吴 方 法 证 明 此 题 。 
第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 
假设 部 分 :由 于 B.G.E 三 点 共 线 ,根据 本 章 公 式 (11)， 


可 表示 为 


fi =(xs—us) 2 一 zs) 一 (Zi 一 zx)(C0 一 wa) 
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一 2ziTz 一 22023 一 Up 十 232s 十 23IZl us 


= (us ZU) rou Tri 2u1) =0, (31) 
再 由 4、.G 三 点 共 线 ,根据 本 章 公 式 (11), 有 
态 一 zz(x 十 zx) 一 ia 一 0。 (32) 


结论 部 分 :要 证 点 G 分 4D 成 2:1, 由 定 比 分 点 公式 [本 
章 公 式 (16)], 有 


8 一 2 一 2 十 好 一 TD0， (33) 

B82=X2 2(Us— Xs) =—=0。 (34) 
点 G 分 BE 成 2:1, 同 样 有 

8B3 一 2 一 2 一 2(00 一 2) 一 0， (35) 

gi—=X2—2(us Zs) = 0。 (36) 


由 于 (33) 与 (36) 相 辐 , C34) 与 C36) 相同 ,所 以 只 要 能 证 明 
《33) 和 (34) 两 式 成 立即 可 。 
第 二 步 ,三 角 化 。 | 
由 (31)X (Ca 十 zi) 一 (32) X (2ui 一 us), 消 去 约束 变 元 
Zay 得 
A 一 zzs[3z 一 2(z 十 zx) 一 0。 
由 于 如 关 0,u3 了 天 0, 则 fi 一 3zl 一 2(zxl 十 zx ) 一 0。 
令 户 二 fo 二 zou 十 wi) 一 zu 二 0。 
这 样 六 只 含有 一 个 约束 变 元 zi, fi 含有 约束 变 元 zz 
和 zz 而且 方 中 xz 的 系数 和 f2 中 x; 的 系数 含 其 他 约 东 变 
元 的 次 数 不 高 于 一 次 ,这 样 就 完成 了 三 角 化 。 
第 三 步 , 作 逐次 除法 。 
不 妨 先 看 (34) 式 ,并 把 它 看 做 最 后 一 个 约束 变 元 zs 的 多 
项 式 , 即 令 
B21 =X2—2(U3 ra) = 37r2— 2uUso 
用 fz 去 除 g;, 并 把 它们 都 看 做 x 的 多 项 式 。 为 了 避免 
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两 式 相 除 所 得 的 商 中 出 现 分 式 , 需 用 2 去 除 (wi 十 wz)g2， 
即 


3 
XU U2) — Tus } 3zz(C2 十 2 一 223(0z2 十 22) 
3xs (U1 us) — 3x1us 


3Xx1U3— 2uUs (ulus) 
于 是 得 到 
(ui us) gs—=3fi +R,, (37) 
其 中 Rs==3zx1ws 一 2us (ui 十 wz)。 
再 用 广 去 除 R,( 把 它们 都 看 做 约束 变 元 zi 的 多 项 式 )， 
为 了 避免 商 式 中 出 现 分 式 ,实际 上 是 用 广 去 除 wiR,, 即 


3uaiaszi 一 2uizs( us) TBTi2u0s — Dus Cu + us) 
3T1U1Us — 2U1U3 (Ui us) 
0 
于 是 得 到 
uRs=fi +R, (38) 
其 中 R=0。 
现 将 (37) 式 两 边 同 乘 以 ui, 然后 将 (38) 式 代 和 人 得 
uiltutus)gs= 3ufit +f +R, 
上 式 中 由 假设 妇 ==0,f,=0, 而 所 得 余 式 R= 二 0, 因 此 当 wi 关 
0, (0 十 zt) 天 0 时 , 必 有 gs: 一 0。 
上 面 的 uw 隆 0,us 关 0 是 显然 的 ,否则 点 B 与 点 4 重合 或 
点 C 在 4B 上 ,这 两 种 情形 都 不 能 成 立 三 角形 。 因 此 当 wi 二 
0,ws 二 0 时 ,结果 不 成 立 。 
当 志 十 wz 一 0; 即 志 二 一 wz 时 点 B 与 点 C 分 别 位 于 纵 轴 
的 左右 两 侧 ， 而 距 y 轴 的 距离 相等 ， 这 是 命题 的 特殊 情况 ， 
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如 图 6-22。 用 类 似 的 方法 可 


证 命题 同样 成 立 。 

其 次 ,再 看 (33) 式 是 否 成 Cu) 
立 。 把 gi 看 做 约束 变 元 zi 的 D(0 ,中 
多 项 式 

8B1 一 3z1 一 2(zI 十 zz) 。 Bu0) 400.0) 

将 gi 除 以 六 ,并 把 它们 6.22 


都 看 做 zi 的 多 项 式 ,得 
=0° fi 二 +f? +R, 
其 中 R 三 0。 这 样 从 所 二 0,f2 二 0, 可 推 得 (33) 式 即 g: 一 0。 
命题 得 证 。 

从 上 面 例 子 可 看 出 ,如 果 结 论 部 分 是 方程 组 的 形式 ,用 吴 
方法 也 可 证 明 。 另外 ,对 退化 条 件 的 讨论 是 完全 必要 的 。 在 此 
例 中 ,对 有 些 退 化 条 件 , 如 ==0,us==0, 命 题 不 成 立 ; 对 有 些 
退化 条 件 , 如 wi 十 uz 二 0, 命 题 成 立 。 

例 8 求证 :平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 。 

解 如 图 6-23, 首 先 选 
取 好 坐标 系 ,以 平行 四 边 形 
顶点 4 为 原点 ,以 4B 边 为 
x 轴 , 则 可 设 各 点 坐标 
A(O0,0) .Blu,0) .Clu us). 
D(zi,ws), 对 角 线 BD 与 AC 
的 交点 为 五 (zsyxza),， 其 中 
zzzszs 为 自由 变 元 ,zi、zz、zs 是 受 假设 条 件 限 制 的 约束 变 
元 。 下 面 用 吴 方 法 证 明 此 题 。 

第 一 步 ,将 几何 问题 化 为 代数 形式 。 


假设 部 分 ;由 于 AD//BC, 由 本 章 公 式 (9), 可 得 
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由 


Da, ,1) CQ,u,) 


A(0.0) Blu.,0) 
图 6-23 


fi =(u—0) (uC—u)— (ri—0) (us—0) 
=Us(Us U1)— rius =0。 
而 条 件 PCV 4B 在 选取 坐标 系 时 已 经 用 过 (点 C 与 点 DD 
的 纵 坐 标 相 等 ) 。 
由 B.ED 三 点 共 线 ,根据 本 章 公式 (11) ,得 
fi =(x3—0) uz1)— (zs—u) (0—us) 
=X3(X1—U)— U(r U1) = 0, 
同样 地 ,由 4、,E、C 三 点 共 线 ,可 得 
f=z3us— raus— 0。 
结论 部 分 :要 证 E4=EC, 根 据 本 章 公 式 (7), 可 得 
1=Ti 十 Xi 一 (W222) (us— 7x3)? 
Ui 2uUsrs ulm— 2usrs = 0。 
同样 地 ,由 EB 二 ED, 可 得 
ga = (Xs—u) ri (zi— xz) (us— xr) 
= 一 2u1r2 二 Ui 一 Xi 十 2XT1X2 一 U3 十 2U3X3 二 0。 
第 二 步 , 三 角 化 。 
由 于 方 只 含有 一 个 约束 变 元 zi, 在 ws 关 0 条 件 下 ,所 可 
写成 广 , 即 
万 一 xz 一 妇 一 ZI 一 0。 
而 f、fs 都 包含 约束 变 元 zz .zj 从 中 消去 x2, 将 f, 一 了 ,得 
fi 一 ZaCZi 一 和 一 zs) 十 zit3 一 0。 
而 令 fz = 二 fs 得 
fi =zxaus — x2us—=0。 
这 样 整 理 后 ,fr 、f2 、fs 就 成 为 吴 升 列 ( 三 角 化 )。 
第 三 步 , 作 逐次 除法 。 
首先 验证 由 广 ==0,f2 ==0,fs 一 0, 可 推出 &: 一 0 成立。 
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将 gi 除 以 卢 (把 它们 都 看 做 x; 的 多 项 式 ), 为 避免 商 式 
中 出 现 分 式 , 实 际 上 是 用 f3? 去 除 usgi1, 得 
usg1—= 2usfs +R;, (39) 
其 中 R;= 二 一 2Gw2 十 wu3)zxs 十 us (wu? 十 2)。 
再 把 R; 除 以 f2 (把 它们 都 看 做 zs 的 多 项 式 ), 为 了 避免 
商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 是 用 (zi 一 wl 一 w2)R; 除 以 f2 ,得 
(Ti1—ui—u) R= —2(u tu) fz +R,, (40) 
其 中 Rs 二 2uus C2 十 w3) 十 Us (wu2 十 U2) (zi 一 za 一 zz) 。 
再 把 R; 除 以 广 (把 它们 都 看 做 zi 的 多 项 式 ) ,得 
R:=—us(uitui)f? +R, (41) 
其 中 R 二 0。 
在 (39) 两 边 同 乘 以 (zi 一 ui 一 ws) ,得 
U3(T1—tui Ua) gi = Uri Uf ri—u— us)R;, 
再 将 (40) 式 代入 上 式 ,得 
U3 (XIU UB Tf 2 ut ut) fi Rs。 
再 将 (41) 式 代入 上 式 得 
Ua (XiuU Us) gg —=2U TU) fs — 2 ts) fi 
—us(uitui)fr +R. 
其 中 R 寺 0。 由 假设 廊 =0,fz = 二 0,f3 ==0, 因 此 在 非 退 化 条 件 
zs 天 0 和 zi 一 wi 一 uz 了 关 0 下, 必 有 gi 二 0。 
其 中 xs 天 0 的 刀 何 意 义 是 DC 与 4B 不 在 同一 直线 上 。 
由 谨 二 0 即 得 z= 二 ws 一 吉 ; 因 此 zi 一 wi 一 ws 关 0 就 等 价 于 
关 0, 它 的 几何 意义 是 点 B 不 与 点 4A 重合 。 因 此 ,对 于 一 般 平 
行 四 边 形 来 说 这 两 个 非 退 化 条 件 是 成 立 的 。 
因此 ,在 非 退 化 条 件 xs 天 0 和 z 天 0 下 ,gli 一 0 是 成 立 的 。 
下 面 再 验证 在 fr ==0,fi 二 0,f3 二 0 的 条 件 下 ,gs, 二 0 也 
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成 立 。 

将 gi 除 以 户 (把 它们 都 看 做 zx; 的 多 项 式 ), 为 了 避免 在 
商 式 中 出 现 分 式 ,实际 上 是 用 卢 去 除 wsg:，, 得 

zsgz 一 一 (一 2 十 2z1) fi +R;, 

其 中 Ry 二 (一 2uwz 十 2usXi 十 2U3)Xx3 十 W343 一 UaX? 一 U3。 

再 将 R， 除 以 fz (把 它们 都 看 做 zs 的 多 项 式 ), 为 了 避免 
在 商 式 中 出 现 分 式 , 实 际 上 是 将 (zj 一 wi 一 wz)Rs 除 以 f2 ,得 

(Tiwi—u) Rs= CC— 2uut uri 2u) fi + R,, 

其 中 

R; = —uius(—2uius ui 2us) 


二 (zi—ui—us) (ulus— uxt— us) 


一 一 23 好 十 (az 十 ts) 十 (一 2xizzt3 十 ztzs 一 好 7 
+ CC—uiust uu — uu tu ), 
最 后 把 R; 除 以 廊 (把 它们 都 看 做 x; 的 多 项 式 ) ,得 
Rs= (usri — 2uusrit ulustu?) fr +R, 
其 中 R==0。 
于 是 在 xs 天 0 及 x 一 wi 一 us 关 0 的 非 退 化 条 件 下 ,能 推出 
g2 二 0。 其 中 2 天 0 和 2 一 三 一 z 天 0 的 几何 意义 上 面 已 经 讨 
论 过 。 
这 样 , 在 非 退 化 条 件 志 了 关 0,us 关 0 下 , 当 fr=0,fi 二 0， 
户 二 0 时 ,能 推 得 g,= 二 0, 命 题 得 证 。 
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张 轩 中 的 消 点 算法 


ee 


的 半 全 入 人 和 


解 几 何 问 题 的 两 把 “ 利 创 ” 


张 景 中 院士 将 古老 的 面积 方法 加 以 改 
造 , 使 之 焕发 青春 。 面 积 方法 在 证 明 几 何 问 
题 时 , 游 尺 自如 ,特别 是 共 边 定理 和 共和 角 定 
理 , 它 们 就 像 两 把 利 剑 ,使 许多 几何 难题 迎 
刃 而 解 。 

共 边 定理 及 其 应 用 

所 谓 共 边 三 角形 ,就 是 在 两 个 三 角形 
中 有 一 条 公共 边 ,例如 入 ABP 与 ABC4 
中 就 有 一 条 公共 边 AB, 这 样 八 ABP 与 
ABC4 便 是 一 对 共 边 三 角形 。 共 边 三 角形 


是 处 处 存在 的 , 它 比 全 等 三 角 D 
形 、 相 似 三 角形 更 为 广泛 。 在 图 
7-1 中 的 共 边 三 角形 就 有 AN 
A4BD 与 A4BP、AABC 与 4 C 
A4BD、A4BP 与 A4BC 等 
18 对 ,可 见 共 边 三 角形 是 很 容 
易 找 到 的 ,不 但 从 图 上 一 眼 就 能 B 
看 出 那 两 个 三 角形 是 共 边 三 角 
形 , 不 看 图 , 光 看 顶点 的 字母 也 
行 ,在 两 个 三 角形 的 三 对 顶点 中 ,如 果 有 两 对 顶点 字母 相同 ， 
它们 便 是 一 对 共 边 三 角形 。 
基本 命题 在 人 4BC 的 C 
AB 边 上 有 一 点 M, 如 果 AM 
二 44B, 则 SaMc = AS agc, 即 共 
高 三 角形 面积 之 比 等 于 底 之 


图 7-1 


比 。 即 有 全 > 
Samc AM 
Sgc AB 图 7-2 
S pMc _BM_ AB—AM -14 
S agc AB AB 
或 Sauc AM AM A 


Sa BM AB—AM 1—A° 
基本 命题 很 容易 从 面积 公式 得 到 。 今 后 用 Ssac 表 示 
人 和信 4BC 的 面积 。 


共 边 定理 。 若 直线 PQ 和 直线 AB 交 于 点 M, 则 全 2 
_ PM 
-PM., 


证 明 共 边 三 角形 一 般 如 图 7-3 所 画 的 四 种 情形 。 
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P p P Pp 
/i ; 小 A 
4 [一 [人 < 人 一 
B C Q 4 M 8B Q 
(d) 


(a) (b) (0) 
7-3 
下 面 我 们 利用 基本 命题 来 证 。 


Spap SpAB 。 SpaAMm 。 Soam AB 。 PM , AM 
Seas Spam Soam Saag AM QM AB 


LM 
QAM 

可 见 , 基 本 命题 是 共 边 定理 的 特殊 情形 。 
由 于 共 边 三 角形 处 处 存在 ， 因 此 应 用 共 边 定理 解 题 时 方 

法 也 是 多 样 的 。 
例 1 凸 四 边 形 4BCD 中 ， 
MN 分 别 是 4B、CD 的 中 点 ， 
直线 MN 分 别 与 直线 BC、AD 


交 于 P.Q;, 如 图 7-4。 求证 :了 
BP 
TCP?* 
> AQ SaMN 
证 法 1 了 一 ( 共 边 定理 ) 
— Se (由 于 MN 为 中 点 ) 
CMN 
BP 
一 CP。 〈 共 边 定 理 ) 


证 法 2 作 辅 助 线 BQ、CQ, 则 
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AQ _ Sam. 
DQ 一 So 《 共 边 定理 ) 


一 S pMQ 


CMQ 


BP 
二 CP。( 共 边 定理 ) 
证 法 3 作 辅 助 线 PD、PA, 则 


AQ _ Saur 
DQ ~™ Sour 〈 共 边 定 理 ) 


一 SaMp 


人 5” 《由 于 MM 是 中 点 ) 
CMP 


BP 
二 CF。 〈 共 边 定理 ) 


例 2 在 A4BC 的 两 边 
AC、BC 上 各 取 一 点 MN,AN 
与 BM 交 于 点 P, 已 知 AM = 


AM4C,BN 一 ApBC。 求 工人 


AP°* 
解法 1 设 Sagc==s, 则 
PN 站 SNBm 
AP Sapy ( 共 边 定理 ) 7-5 
S S Sagc 
一 人。 。 (分 子 分 母 同 乘 一 个 等 量 ) 
Se 
= (基本 命题 和 已 知 条 件 ) 
oo kK(1—A)s 由 于 Seau—Saac—Sasu=| 1 一 Re js 
站 ABC 
~(]—A)s 
一 41 一 人 
= 二 2 . 


解法 2 由 于 


73 


Spap 六 AM A Spas _ BN _* 


Sppc MC ”1 一 4，? Soc NGO™ Iz’) 
帮 S49c _ Sea 十 Spac 十 Seac 


Sppc Spgc 
4 A ~) 
= 了 二 十 1 十 roy (2) 
4P 4N-PN AN 
X 因 为 PN 一 PN “PN! 
— Se 1 ( 共 边 定理 ) 
PBC 
__4 A(1—p) 
一 了 十 2 二 和 (将 (1) 式 和 (2) 式 代入) 
4 | 
11)’ 
、 PN _ y(l—A) 
所 以 4p- 4 
PN _ Spws 
解法 3 -4p 一 Sp; ( 兴 边 定理 ) 
_ Spna 。 Spcs 
Spcs Spap 
_BN .MC 
= ( 共 边 定理 ) 
二 人 :一 分 。 (由 基本 命题 和 已 知 条 件 ) 
PN _ Supy 
解法 4 AP ~ Sm ( 共 边 定理 ) 
_ Supn , S mpc 
Supc Smap 
_BN ,MC 
一 就 ( 共 边 定理 ) 
一 如 :一 他 。 (由 基本 命题 和 已 知 条 件 ) 
解法 5 PN _ Scpy 


?4 


A -se ( 共 边 定理 ) 


Scpy 。 ScpB . SApB 
Scpag SAPpB Seap 


CN MC BN 


= ( 共 边 定理 ) 
_BN .MC 
AC AM 
ACT 一人》 
A 已 


例 3 如 图 7-6, 在 A4BC 的 
两 边 AC、4B 的 延长 线 上 分 别 取 
EF. 连 BE.CF 交 于 P, 连 AP 交 


BC 于 D, 
A 


~ PE PF 
求证 ， BF 十 CF 一 


A 8B F 
1。 
PE Spac 
解 BE Spac 。( 共 边 定 理 ) 图 7-6 
CF Se ( 共 边 定理 ) 
.5 = 3 ，( 共 边 定理 ) 


将 上 而 三 式 相 加 减 ,得 
PE ,PF PD 


BE1CF AD 
一 Spap Spac—S ppc D N 


sw al 

一 PN 
例 4 凸 四 边 形 4BCD 的 “di 

两 对 角 线 为 AC、BD, 在 AB.CD 4 17 3 

两 边 上 分 别 取 M.N 使 BM = 

2MA,CN 二 2ND, 连 MN 分 别 图 7-7 
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7-7。 


求证 : BQ ，CP=4DQ .4P。 


证 明 只 要 能 证 明了 一 4 多- 就 可 以 了 ， 
BQ _ Sauw 
加 SBMN S AMN Scmn 
一 全 sex ， 。 (分 子 、 分 母 同 乘 一 等 量 ) 
SAMN Scmn SpMN 
BM AP CN 
一 AM CE “DN  ”“〈 共 边 定理 ) 
AP 
=4 全。 (已 知 条 件 ) 
例 5 凸 四 边 形 


ABCD 的 两 边 AD、BC 延 
长 后 交 于 天, 两 边 4B .CD 
延长 后 交 于 工 , 对 角 线 
BD、AC 延长 后 分 别 与 直 
线 KL 交 于 下 .G。 如 图 7-8。 


~ KF KG 
求证 ; FL LG" 


Sarc 


人 
EN 


7-8 


( 共 边 定理 ) 
KB 
SLgp 
AK 
4 入。 ”( 共 边 定理 ) 
Se ( 共 边 定理 ) 
ADC 
KG 
= 了 区 。 ( 闪 边 定理 ) 


此 题 是 著名 数学 家 华罗庚 在 41978 年 全 国 中 学 生 数学 竞 


赛 题 解 》 一 书 中 所 提 到 的 一 
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个 有 趣 的 几何 问题 ,他 还 给 出 了 如 


下 传统 证 明 。 


证 法 2 设 在 人 KFRFD 中 天 已 边 上 的 高 为 疡 ,利用 2Skro 一 


天 严 。 天 一 天 及 。 


。Sin KDF, 


同 理 , 再 求 出 LF、LG 与 KG 的 类 似 公 式 , 因 而 


KF LG 
LF KG 


DF，sin 人 KDF ,得 到 KF=1 。 


h 


KD*» DF 


KD.DF .sin /KDF LD:DG'sin/LDG 
~ LD‘DF. sin/LDF " KD.DG. “Sin 一 天 DO 


_ sin/ KDF , sin LDG 
~ sin/LDF sin/ KDG ° 


同 理 可 得 到 


AM CG 


C 2 


_ sin ADM .sin 一 CPC 
sin/CDM sin 一 4DG ° 


. KF LG_ AM.CG 
所 以 ”TF'KG-CHM'AG: 


类 似 地 ,也 可 以 证 明 


LF KG 
KF LG 


由 此 可 见 | 


_ sin/LBF , sin 一 天 BC 
~ sin/KBF sin/ LBG 
sin/ ABM .sin/CBG 
~ sin/CBM sin/ ABG 
_AM CG 
~ CM 46， 
KF LG 


1K 能) 一 1。 即 得 结论 。 


从 以 上 两 个 证 明 上 看 ,用 面积 方法 共 边 定理 比 用 传统 方 
法 的 思路 更 清晰 ,证 法 更 简洁 。 
共 角 定理 及 其 应 用 

如 果 一 个 三 角形 的 一 个 角 与 另 一 个 三 角形 的 一 个 角 相 等 
或 互 为 补 角 ,就 称 它们 是 一 对 共 角 三 角形 。 共 角 三 角形 与 共 边 


三 角形 一 样 ,比比 丝 是 。 下面 介 绍 另 一 把 解 几 何 问 题 的 “ 利 
剑 ” 一 一 共 角 定理 。 
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共 角 定理 车 作 ABC 与 和 A'B'C' 相 等 或 互 为 补 角 , 则 
S apc __AB. BC 
Sage A'B'’»B'C'°* 
证 明 如 图 7-9, 把 两 个 三 角形 4BC 和 4'B'C ' 拼 在 一 
起 ,使 一 与 人 B' 重 合 或 互 为 补 角 , 便 得 


A’' A’ 
A A 
C 8(8') C! B(B') C CC’ 
图 7-9 


Sagc Sagc Sagc BC AB 
(基本 命题 ) 


例 6 在 人 4PBC 中 ,B= 人 C。 

求证 :4B 一 AC。 

证 明 把 八 4BC 看 做 是 两 个 共 角 (人 ABC= 人 A4CB) 三 
角形 ,由 共 角 定理 即 得 


Sasc ”48B。BC _AB 
Sacs AC.BC 4C。， 


由 于 入 4BC 与 A4CB 的 4 
AB 
面积 相等 , 故 -4G 一 1, 即 得 4B p 0 
=AC, 
例 ? 设 AM 是 八 A4BC 在 C 
BC 边 上 的 中 线 , 任 作 一 条 直线 M 


分 别 交 4B、AC、AM 于 P.Q、8B8 
入 ,如 图 7-10。 图 7-10 
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、 AB AM AC 
求证 : AP ' AN '，AG 为 等 差 数 列 。 


证 明 由 于 MM 为 BC 的 中 点 ， 


所 以 Snow 一 Sucw 一 二 Sanc。 (3) 
Span 四 AP 里 AN 
Sem AB. AM* ( 共 角 定理 ) 
Svns 4Q，4N 
Suaxc AC»AM: ( 共 角 定理 ) 


将 上 面 两 式 相 加 ,并 注意 到 (3) 式 ,得 


4 | AP 十 AQ __ Spant+Swag . 2S4PQ 
AM\IAB AC) 1 Sigc 
HO aac 

4P .4Q 

一 2 45857244C。( 共 角 定 理 ) (4) 
解 出 (4) 式 ,得 
AM 1 全 + 信 | 
4 一 去 | 4Q AP})° 

AB AM AC 


即 证 明了 AP、AN、AGQ 为 等 差 数列 。 
例 8 自 一 点 P 引 四 条 直线 分 
别 与 男 两 条 直线 交 于 点 A、B.C、D 
和 点 A'、B'、C'、D' ,如 图 7-11。 
求证 : 
AB'CD __ A'B’'.C'D 
AC':BD ACBD° 
证 明 将 求证 部 分 变形 为 
45。CD . A'C', B'D' 
AC. BD 4 万 。CD 


Spag . Spcp Spa'c . pp 


Spac Sppp ” Spa'p Spcp ( 共 边 定理 ) 
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Spas . Spcp 。 Spac Spp'p 


一 Spa'p Spcp Spac . Sppp (将 分 母 变形 ) 


__ P4.PB . PC.PD .PA'*PC' . PB’' .PD 
“PA.-PB ‘PCO.PD PA.PC ° PB.PD 


( 共 角 定理 ) 


一 1。 
即 证 明了 所 要 证 的 结论 。 
例 9 在 人 ABC 中 ,了 BAC= 
90",4B 二 AC,CM 是 4B 边 上 的 
中 线 , 自 4 作 CM 的 垂 线 交 CM 于 
P, 交 BC 于 DD, 如 图 7-12。 


求证 :BD 一 子 BC。 


证 明 由 题 设 可 得 

1= 一 3， ( 同 角 的 余 角 相等 ) 

一 2 一 一 4。 〈 同 角 的 余 角 相等 ) 

由 此 知人 4NMC 与 人 4BD 是 共 角 三 角形 ,与 ADC 也 是 
共 角 三 角形 。 所 以 


BD Susp 
DC 5 《 共 边 定理 ) 
本 Sasp 。 Samc 


和 Samc Sapc 
AB.AD AM.MC 
AC MC“ -ADAC  “ 共 角 定理 ) 


AB.AM 1 

AC.AC 2° 
由 于 BD : DC=1: 2， 
故 BD=3BC. 


例 10 (蝴蝶 定理 ) 设 圆 内 的 弦 4B 之 中 点 为 M, 过 MM 
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| 


HE FE 一 L cb ， 


任 作 两 纺 CD、EF, 连 (C 歼 .DF 分 别 
交 4 号 于 CC、 妃 ,如 图 7-13。 
求证 :MG 二 MH 。 
证 明 把 图 7-13 中 所 标 出 的 
四 个 三 角形 循环 相 比 并 连 乘 ,得 
Secu ,Surg , Sou 。SMp 
SMry SeuEg Supny Secm 7-13 
_GCMC MF.MH ME.GE . MD. MH 
HFeMF ME*MG MD 万 D MG.MC 


( 共 角 定理 ) 


MH’?.。GC .GE MH’? GA.GB 

MG.».HF.».HD MG.»*HA.HB" 

( 圆 内 相交 两 弦 被 交点 分 成 比例 线段 ) (5) 

设 MA 一 MB=a,MH=zx,MG=y; 则 GA=a 一 y,GB8= 
a 二 y, 有 HB=a 一 +,HA 二 a 十 +, 从 而 (5) 式 可 写成 

xia —y)=y (a — 7x’), (6) 

化 简 (6) 式 ,得 a:x’= 二 a?y’, 即 z= 二 y。 定 理 得 证 。 

蝴蝶 定理 是 初等 几何 中 著名 的 难题 之 一 ,直到 今天 还 有 
人 提出 不 同 的 证 法 。 上 面 用 共 角 定理 所 给 出 的 证 明 不 仅 简 单 
而 且 不 用 作 辅 助 线 。 

共 角 定理 只 涉及 两 个 三 角形 的 面积 比 ,我 们 希望 把 它 推 
广 到 两 个 四 边 形 。 四 边 形 可 分 为 凸 四 边 形 、 加 四边形 . 星 形 四 
边 形 和 退化 四 边 形 等 四 种 情况 ,如 图 7-14。 

四 边 形 的 分 类 可 以 用 对 角 线 的 相对 位 置 来 描述 。 如 果 用 
Sascp 表 示 四 边 形 ABCD 的 面积 ,Sascp 的 构成 也 与 4C 、BDD 的 
相对 位 置 有 关 。 

(1) 凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 相交 于 一 点 ,每 条 对 角 线 的 两 
端点 分 居于 另 一 对 角 线 所 在 直线 的 两 侧 , 如 图 7-14(a)。 这 时 
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人 4Bcp 一 34ac 十 Shapc 一 sap 十 Sacp。 
〈《2) 四 四 边 形 两 条 对 角 线 的 一 条 在 四 边 形 内 , 另 一 条 在 
四 边 形 外 ,如 图 7-14(b), 这 时 有 
S apcp = |Saac 一 Sapcl| 一 Saap 十 Sacp。 
(3) 星 形 四 边 形 两 条 对 角 线 都 在 四 边 形 之 外 ,如 
图 7-14(c) ,约定 


SaBcp = 1Sagc Sarc| 一 |Saap Sacp| o 


D 
: D 


C 
1 
| 
1 
{ 

1 

! 

下 

f 

1 

A 


(c) 


7-14 


《4) 退化 四 边 形 总 有 三 个 
顶点 在 一 条 直线 上 ,因而 只 有 一 
条 不 与 边 重 合 的 对 角 线 ,这 条 对 
角 线 可 能 是 外 对 和 角 线 ,如 
图 7-14(d), 也 可 能 是 内 对 角 线 1 B Cc 
如 图 7-15。 这 时 , 当 4C 为 外 对 
角 线 时 ,有 图 7-15 

Sapcp= |Saac 一 Sanpc | 一 aap 十 Sacn。 
当 BD 为 内 对 角 线 时 , 则 有 
Sapcp—=SBpap Spcp—=S apct Sapce 


总 之 ,不 论 哪 种 情形 ,四边 形 面积 Sascp 总 可 以 由 人 4BC、 
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A4Pc (或 人 BCD、 八 BAD) 
的 面积 和 或 差 构 成 。 当 四 边 
形 的 一 条 对 角 线 AC( 或 BD) 
沿 它 所 在 的 直线 滑动 时 ,如 图 
7-16, 人 4BC、 人 4PDC 的 面积 
不 变 ( 或 人 AB4D、ABcCD 的 
面积 不 变 ), 从 而 Sascp 也 不 图 7-16 
变 。 具体 地 ,在 图 7-16 中 ,4.C 分 别 滑 到 4 、C 处 ,4C = 
AiCi, 则 SABciD—=S Apcp。 

根据 这 个 道理 ,我 们 可 以 让 一 个 四 边 形 的 两 条 对 角 线 分 
别 沿 它 所 在 的 直线 移动 ,直到 两 条 对 角 线 成 为 一 个 三 角形 的 
两 边 , 这 个 三 角形 的 面积 正好 等 于 原 四 边 形 的 面积 。 也 就 是 
说 ,四 边 形 4BCD 的 面积 ,等 于 以 其 两 对 角 线 为 两 边 ,其 夹 角 
等 于 两 对 角 线 夹 角 的 三 角形 面积 。 

由 此 得 到 : 

推广 的 共 角 定理 ”车 四 边 形 4BCD 与 4'B'C'D' 的 对 角 
线 夹 角 相 等 或 互补 , 则 有 

Sascp __AC* BD 
Specp AC'*BD 

今后 ,用 到 共 角 定理 时 , 均 不 排除 四 边 形 面积 比 的 情形 。 

下 面 利用 推广 的 共 角 定 Q 
理 证 明 一 个 很 重要 的 公式 , 那  P 人 
就 是 定 比 分 点 公式 。 

例 11 设 线段 PQ 在 直 
线 4AB 的 一 侧 ,R 是 PQ 上 任 
一 点 ,PR 二 XPQ, 如 图 7-17。 4 8 

求证 :Suas 一 (1 一 4)。 图 7-17 
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Sras 十 NSoas。( 这 个 公式 叫做 定 比分 点 公式 ) 

证 明 当 PQ/ AB 时 ,Skas 一 Spa8 一 Seas; 所 要 证 的 公式 
显然 成 立 。 

当 PQ 与 4B 不 平行 时 ,考虑 两 个 星 形 四 边 形 面积 的 比 ， 
可 得 


SoAB—SRAB _ SAQBR 


SpaB—SpAag SARBP 
_ AB. RQ 
二 -P 守 《推广 的 共 角 定理 ) 
一 和 。 (已 知 条 件 ) 

故 AM(Soas 一 SR4B) 一 (1 一 人) CSRas 一 人 phaB)。 


当 ) 一 去 时 ,就 成 为 中 点 公式 , 即 
Suua 一 二 CSre 十 Saue)。 


上 面 引进 的 定 比分 点 公式 ( 例 11) 有 一 个 限制 ,就 是 要 求 
PQ 两 点 在 直线 4B 的 同 侧 , 并 要 求 尺 在 PP.Q 两 点 之 间 。 这 
个 限制 在 引入 有 向 线段 和 带 符 号 面积 的 概念 后 ,就 可 以 去 掉 。 

记号 4B 表 示 有 向 线段 , 它 的 长 度 ( 绝 对 值 ) 等 于 4 ,但 
符号 可 正 可 人 负 , 其 正 、 负 可 以 由 指定 其 直线 4B 的 方向 确定 ， 
如 果 直 线 的 方向 是 由 4 到 B, 则 A4B>>0, 而 BA 二 <0。 一 般 总 有 
4 一 一 54。 

容易 验证 , 共 线 三 点 4.B、C 之 间 不 论 位 置 如 何 , 总 有 

AB+BC=AC, 

这 个 等 式 不 管 如 何 规定 直线 方向 ,也 不 管 B 是 否 在 4.C 
之 间 ,总 是 成 立 的 ,这 就 是 有 向 线段 的 方便 之 处 。 

记号 Sac 表 示人 4BC 的 带 符号 面积 ,一 般 规 定 : 当 A 一 
B 一 C 沿 A4BC 周 界 送 时 针 绕 行 时 ,有 Saac>>0, 反 过 来 Sapc< 

84 


0。 按 这 个 规定 应 当 有 Sapc 二 一 Sgnc 一 Sgc4 二 一 Sc4p 二 一 Sacs， 
也 就 是 说 , 相 邻 两 个 字母 换 位 时 ,Saac 变 号 。 有 了 带 符号 面积 ， 
平面 上 任意 四 个 点 A、.B.C.D 之 间 , 总 有 

SaAgc 十 Sacp 一 Sasp 十 Sacp。 

这 就 是 引进 带 符号 面积 的 方便 之 处 。 假 如 不 用 带 符号 面 
积 , 则 S4gc、Sacp、Saap、Sscp 之 间 的 关系 与 四 点 的 位 置 有 关 , 会 
产生 多 种 情形 。 

我 们 规定 ,四边形 4BCD 的 带 符号 面积 为 

Sagcp 一 Sapc 十 Sacp 
=SagpSBpcp。 

AC/ BD 时 当 且 仅 当 Sasco 一 0。 

有 了 带 符号 面积 与 有 向 线段 的 概念 , 共 边 定理 可 表示 为 
更 准确 的 形式 , 即 

共 边 定理 (一 般 形式 ) 车 直线 PQ 与 4B 交 于 点 M, 则 

Beas _ PH EM Se 
Soap QM PQ Spags ~ 

而 定 比 分 点 公式 也 可 以 推广 到 更 一 般 的 形式 , 即 

定 比 分 点 公式 (一 般 形式 ) ”车 P,Q、R 三 点 共 线 , 且 
1PQ= PR, 则 


Spas 一 人 Soas 十 (1 一 1) Span。 


清点 算法 初 谱 


前 面 我 们 介绍 了 共 边 定理 和 共 角 定理 以 及 面积 的 定 比 分 

点 公式 ,它们 都 是 解 几 何 问 题 的 有 力 工具 。 那 么 ,如 何 有 效 地 

利用 这 些 工具 去 解 几何 问题 ? 它们 能 解决 什么 样 的 问题 ? 能 
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不 能 用 这 些 工 具 建 立 起 一 套 行 之 有 效 的 机 器 证 明 方 法 ? 这 些 

问题 都 被 张 景 中 院士 解决 了 .他 在 面积 方法 的 基础 上 ,创立 了 

一 种 消 点 算法 ,为 实现 几何 定理 自动 生成 的 可 读 性 机 器 证 明 

竟 定 了 基础 ,并 用 消 点 算法 在 计算 机 上 实现 了 可 读 性 证 明 。 
例 12 已 知 任意 三 角形 

ABC ,直线 XY 分 别 与 直线 4C、 


C 


BC、4B 交 于 EDF, 如 图 7-18。 E 
Rf, CE.BD.AF Dp 
求证 ， 4 "CD “BF y 

一 1。 4 B FF 
分 析 本题 所 要 证 明 的 结 

论 是 一 个 等 式 ,而 等 式 左 端 有 很 图 7-18 


多 字母 ,它们 代表 着 点 , 右 端 是 数字 1。 消 点 算法 的 基本 思想 
就 是 找到 一 种 算法 能 把 左 端的 字母 (代表 点 ) 一 个 一 个 地 消 
去 ,但 是 怎样 才能 把 这 些 点 一 一 消去 呢 ? 必 须 先 看 这 些 点 是 如 
何 产生 的 。 下 面 我 们 把 题目 中 所 涉及 的 8 个 点 产生 的 过 程 作 
一 分 析 。 先 看 它们 是 如 何 作出 的 。 

作 图 〈1) 任 取 平 面 上 不 共 线 三 点 A、B、C。 

(2) 任 取 不 重合 的 两 点 六 、Y。 
(3) 直线 XY 分 别 与 4AC、BC、4B 交 于 E.D、F。 

前 五 个 点 4、B.C、X、Y 是 任 取 的 点 , 称 为 自由 点 ,后 三 个 
点 DE\F 是 受 假设 条 件 限制 的 , 称 为 约束 点 。 

消 点 算法 主要 是 设法 消去 约束 点 ,利用 假设 条 件 和 面积 
方法 (也 可 用 其 他 方法 ) 将 约束 点 一 一 消去 ,而 消 点 的 顺序 是 
先 消去 最 后 作出 的 点 ,然后 逐一 消去 ,最 后 使 左 端的 点 (字母 ) 
全 部 消去 ,所 得 的 数字 如 果 等 于 右 端的 数字 ,命题 得 证 。 现 将 
例 12 证 明 如 下 。 
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证 明 ”最 后 作 的 点 是 下 ,而 包含 点 的 几何 量 是 所-， 


由 共 边 定理 有 
AF _ Saxy 
BF Spxr ° 
这 样 就 消去 了 点 下。 同样 ,由 于 
CE _ Sexy BD _ Spxy 
AE Sy’ CD Seoxy’ 
故 可 把 点 天 和 点 万 消去 .把 这 些 等 式 代 人 要 证 明 的 等 式 
的 左 端 ,得 
CE BD AF Scxr , Spxy arr 


Sh 


AE “CD “BF Sr Sor ”Son 
命题 得 证 。 
例 13 已 知 M、N 分 别 是 平 D N C 
行 四 边 形 4BCD 的 两 边 AB、CD 
的 中 点 。CM 交 BD 于 FE,AN 交 
BD 于 下 。 如 图 7-19。 
求证 ;BE==EF=FD。， 4 M B 
分 析 要 证 明 BE = EF = 


FD, 若 能 证 明 BE 一 椰 BD,DF 一 
训 B8D 就 达到 目的 ,用 消 点 算法 , 即 要 证 明石 方 一 去 ,为 此 只 


一 1。 


图 7-19 


HE 1 DF_ 1 
要 能 证 明 DE™2' BF 如 可 。 


作 图 (1〉 作 平行 四 边 形 4BCD。 
(2) 取 AB.CD 的 中 点 MN。 
(3) 连 BD.CM、AN,CM 与 BD 交 于 EE,AN 与 
BD 交 于 下 。 
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证 明 点 EF 最 后 作出 ,首先 消去 点 上。 


BE S pmc 
DE So ( 共 边 定理 》 


去 Sasco 
-了 (由 于 M 是 AB 的 中 点 ) 


5 ABCD 


一 2。 


利用 合 分 比 定律 ,得 DE=3BD. 


用 同样 的 方法 可 以 证 明志 所 一 2 和 BF 二 小 BD。 
最 后 得 BE 二 EF=DF，、。 
例 14 已 知人 4BC 的 高 4 


BD.CE 交 于 五 ,求证 :45 一 


cos/ BAH 
cos CAH ° 


分 析 此 题 结论 可 写成 B C 
AC ， cos C4 万 = AB 
“cos 了 人 BAH,。. 即 AB、AC 在 图 7-20 
直线 4 五 上 的 投影 相等 , 亦 即 4 | BC, 这 与 证 明 三 角形 三 
条 高 交 于 一 点 是 等 价 的 。 

根据 消 点 算法 的 思想 ,将 要 证 明 的 结论 改写 为 


AC *» cos /CAH 1 (7) 
AB»cos/BAH 


作 图 (1) 任 到 不 共 线 的 三 点 A、B.C， 
(2) 作 4C 上 的 高 BD,AB 上 的 高 CE。 
(3) BD 与 CE 交 于 五 , 连 AH， 


证 明 关键 是 从 (7) 式 中 消去 点 他。 
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AC ，。cos/ CAH 
AB .cos/ BAH 


_ AC. AD. AH 
AB. AE.AHNH 
AE AD 
由 于 cos LBAH— HF ' .LCAH= AF 
_ AC. AD 
~ AB. AE 


= (因为 AE = AC .cos “BA4C， 
AD= AB':cos /BAC) 

一 1。 

命题 得 证 。 

此 题 说 明 , 消 点 不 一 定 要 用 面积 方法 ,用 其 他 方法 也 可 以 
消 点 ,但 面积 方法 是 最 常用 的 、 最 有 效 的 消 点 工具 。 

例 15 在 A4BC 的 边 AB、 
BC.C4 上 分 别 取 M\、 天 人工 ,如 图 
7-21。 


A 


求证 作 AML、 人 入 BMK、 y 

ACKL 中 至 少 有 一 个 的 面积 不 

大 于 地 Suze。 天 c 
分 析 首先 设 线段 比例 关 图 7-21 


系 如 下 : AM = 二 44B, BK= BC,CL 二 pCA; 则 BM= (1 一 ) 
» AB,CK=(1—/)BC,AL=(1—p)AC., 


证 明 
S aML 站 AM bd AL 
Sc ABAC ( 夫 角 定理 ) 


一 A(1 一 0) 0 
类 似 地 ， 
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S BAM BK 
SC 一 AL， 


SckL CK*eCL 
AC Bc? 


将 上 面 三 个 式 子 连 乘 得 


Same , Seux 


Serr 1 3 
. Som ANOS| | o 
ABC 


S Apc ABC 


自 此 推出 Su SauksScxz 中 至 少 有 一 个 不 大 于 二 Sane， 
这 个 结论 可 由 不 等 式 
zz) 一 十 一 [一 千 | 
推 得 。 

例 16 已 知 四 边 形 
AoA14Ashs, Mi 是 414s 的 中 点 ， 
M; 是 Aoh;s 的 中 点 ,直线 A1A2 
与 A。6hA; 交 于 叉 , 直线 Aohi 与 
A,4, 交 于 了 ,直线 MiM; 与 XY 
交 于 Ms:, 如 图 7-22。 

求证 ， XM = MY. 
分 析 ”要 证 的 结论 XM;= 图 7-22 


MY 可 改写 成 人生 一 1 
本 题 要 用 有 向 线段 和 带 符 号 面积 的 推广 的 共 边 定理 和 定 比 分 
点 公式 来 证 。 

作 图 (1) 任 取 平面 上 不 共 线 的 四 点 Ao、A1、As、As。 


(2) 取 Aohs、Aihs 的 交点 和 ,4o4、4s4s 的 交点 
了 。 
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《3) 取 A414; 的 中 点 Mi,4o4; 的 中 点 M:。 
(4) 取 MiM: 与 XY 的 交点 M:。 

其 中 4 、 4, 、 4:、4: 为 自由 点 ,其 余 点 均 为 约束 点 。 
EM SxM,Mm, 


证 明 元 一 《用 共 边 定理 消去 点 M,) 


Sxn, + Sma,) 
yam + Byram) 

(由 于 Mi 是 4;4; 的 中 点 ,用 中 点 公式 消去 点 RM) 
DRC CS 


到 (Bra 十 Sr) 
(由 于 Mi 是 4o4: 的 中 点 ,用 中 点 公式 消去 点 M,) 


SxAoA, 一 9xaih， 
ya 一 74u4， 


《交换 一 次 字母 次 序 ,面积 变 号 ) 
(参看 图 7-22) 
一 ]。 
命题 得 证 。 
土 面 的 例子 所 用 到 的 几何 量 是 共 线 线段 的 比 和 三 角形 或 
四 边 形 面 积 之 比 。 我 们 总 结 出 以 下 四 种 消 点 方法 ,就 基本 上 可 
以 解决 这 类 几何 问题 。 
消 点 法 1 (从 共 线 线段 比值 中 消去 交点 ,简称 RLL) 若 
天 是 PQ 与 UV 的 交点 , 则 
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这 个 消 点 法 就 是 一 般 形 式 的 共 边 定理 。 

消 点 法 2 (从 三 角形 面积 中 消去 定 比 分 点 ,简称 SL) 若 
和 在 PQ 上 ,而 且 PX=XPQ, 则 

Sasx 一 1Sase 十 (1 一 1)Sasp。 

这 就 是 一 般 形式 的 定 比 分 点 公式 。 

消 点 法 3 〈 从 三 角形 面积 中 消去 交点 ,简称 SLL) 若 XX 
是 PQ 与 UV 的 交点 , 则 

$4px 二 去 1 (Spvr * S48 Soevy * Sasr) 


S puQv 


或 SaBx = 1 (Suop ° Sagv + Svpe ° Saar) o 
PUQV 


特别 地 , 当 UV.P.Q 中 有 一 点 在 直线 4B 上 时 ,上 述 公 
式 就 可 简化 。 例 如 , 若 忆 ,4、B 共 线 , 则 


去 S * Sapp 
Sax Sr 
证 明 因 和 在 PQ 上 , 故 有 实数 ,使 PX 一 人 PQ. 由 定 比 
分 点 公式 ,得 
Spx =ASapot (1—A)S app (8) 


又 因 蔷 是 PQ 与 UV 的 交点 , 则 由 共 边 定理 得 


由 PX=4PQ, 则 
GX=GP+PX=—PQ+APQ=(—1)PQ., 


故 ae EX APQ A 


So GX QDPG 4A-1° 
又 因 Spov 十 So 一 Seuor, 故 


A= Spww ,GD=- Sem ， 
PUQV PUQV 
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将 上 面 两 式 代入 (8) 式 , 即 得 所 要 证 明 的 公式 。 

消 和 点 法 4 〈 从 共 线 线段 比 中 消去 定 比 分 点 ,简称 RL)， 
车 点 关 在 直线 PQ 上, 且 PX=XPQ, 则 对 于 直线 PQ 上任 两 
点 4、B, 有 


这 个 公式 是 显然 的 , 因 AX=AP 十 PX=AP 二 4PQ.。 


消去 平行 线 上 的 点 


前 面 我 们 已 经 看 到 , 共 边 定理 是 解 几 何 问 题 的 一 个 重要 
工具 ,但 使 用 共 边 定理 的 前 提 是 直线 PQ 与 UV 要 相交 于 点 
M。 如 果 PQ 与 UV 不 相交 ,也 就 是 PQAUY ,怎样 消去 平行 
线 上 的 点 呢 ? 下 面 我 们 介绍 平行 线 面 积 定理 。 

平行 线 面积 定理 ”对 于 平面 上 任意 四 点 4.B、P.Q,4B 
/PQ 的 充分 必要 条 件 是 

Spaa 一 Sa (或 Sare 一 Ssro) 。 

证 明 充分 性 (用 反 证 法 )。 

若 PQ 与 4B 不 平行 , 则 PQ 与 48B 一 定 会 相交 于 某 点 
M, 由 题 设 M 在 PQ( 或 QP) 的 延长 线 上 , 故 PM 关 QM, 由 共 
边 定 理 及 题 设 有 

] 二 Spas _P 


M 
二 万 = aOMx!l: 


Doan 


矛盾 。( 如 图 7-23) 
必要 性 (也 用 反 证 法 )。 
车 Spag 尖 Sep ,不妨 设 Sp4s 过 Sons, 于 是 在 线段 4Q 上 有 
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一 点 Q' ,PQ'V/A4B, 这 与 平行 公理 矛盾 。( 如 图 7-24) 


7-23 7-24 


在 上 述 定 理 中 , 若 P.Q 都 在 直线 AB 上 ,特别 地 , 己 与 QQ 
合 , 也 看 做 A4B/ PQ ,把 它们 作为 定理 的 特殊 情况 。 
如 果 用 四 边 形 来 表示 条 件 Spas 二 Soa, 则 可 写成 


9apaso 一 0， 
这 是 因 为 Sapao 一 94pa 十 Saao 一 一 Spa 十 Saoas 一 0。 
例 17 在 平行 四 边 形 D P C 


ABCD 的 两 边 上 分 别 取 点 P、 Q 
已 ,如 图 7-25。 求证 :Sras 一 Soac。 
分 析 将 所 要 证 明 的 结果 
改写 为 4 B 
Spap 
oc 一 7-25 
作 图 (1〉 任 取 平 面 上 不 共 线 的 三 点 4A、B、C。 
(2) 过 C 作 AB 的 平行 线 , 过 4 作 BC 的 平行 线 ， 
两 直线 交 于 点 D, 在 4D 上 取 点 Q@, 在 CD 上 取 点 
P. 


(3) 连 PA、.PB, 连 RC.QB。 
证 明 Spag oo SpaBs 。 Seas 


Sosc Scas Sepc 
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二 1。 (由 平行 线 面 积 定理 ,4B NA CD 过 
Spag — Scapy AD // BC => Soac 一 
Seag) 
例 18 在 人 4BC 两 边 AB、AC 4 


上 分 别 取 P.Q 两 点 ,使 得 二 万 一 


QC Pp @ 
AC ,如 图 7-26。 求证 : PQ// BC。 


分 析 “根据 平行 线 面积 定理 ， 
要 证 明 PQ// BC, 只 要 能 证 明 Spae 


-su 或 Se 1 妈 可 . 四 7 
作 图 〈1) 任 取 不 共 线 三 点 4.B、C。 
(2) 在 AB 上 取 点 也, 使 PB 一 44B, 在 AC 上 取 
点 @, 使 QC=44C。 
(3) 连结 P.Q。 


证 明 Pac _ Spgc 。 Sagc 


4B » QC ( 共 边 定理 ) 
一 1。 (已 知 条 件 ) 
特别 地 ,三 角形 两 边 中 点 的 连 
线 平行 第 三 边 。 
例 19 已 知 BC/ EF, 直线 
BF 与 CE 交 于 1, BE 与 CF 交 于 5 F 
4,BC 与 47 交 于 M, 如 图 7-27。 求 
证 :M 是 BC 的 中 点 。 B M C 


分 析 “只 要 能 证 明寺 辣 一 1 即 图 7.27 


95 


可 。 此 题 是 1978 年 由 数学 家 华罗庚 主持 命题 的 全 国 八 省 .市 
数学 竞赛 第 二 试 第 一 题 ,他 指出 ;此 题 包含 了 仿 射 几何 基本 原 
理 。 苏 步 青 先生 也 来 信 指 出 同样 性 质 。 这 个 题目 受 大 数学 家 
的 青睐 有 一 定 道理 , 现 用 消 点 算法 证 明 。 
作 图 〈1) 任 取 不 共 线 三 点 4.B、C。 
(2) 在 4B 上 任 取 点 巨 。 
(3) 过 五 作 BC 的 平行 线 交 4C 于 下 。 
(4) 连 有 PFCE, 交 于 了 
(5) 连 47 交 BC 于 M。 
、 BM Sa 
证 明 一 号 (用 共 边 定理 消去 点 M) 


Br 。 Sapc 出 Sacre 


加 Serg . S Apc » SpcrE 
(用 消 点 法 3 消去 点 了 ) 
一 1。 (由 BC// EF—>Sgrg=Scre) 
例 20 在 八 ABC 中 ,M 是 BC 
边 的 中 点 ,过 M 作 直 线 交 4C 边 于 
E, 交 AB 的 延长 线 于 下 ,如 图 7-28。 E M 


证 ,， _ 4 F 
求证 : EC BF ° $F 
分 析 只 要 能 证 明 4 

AE 本 图 7-28 

天 。 AF-! 即 可 。 


作 图 〈1) 任 取 不 共 线 的 三 点 A、B、C。 
(2) 取 BC 的 中 点 M。 
(3) 过 MM 任 作 直线 交 4C 于 EE, 交 4AB 的 延长 线 
于 FF。 
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FT MP Dn 一 人 上 


证 明 "~ ， ez ( 共 边 定理 ) 


S CEF S AEF 


一 呈 到 (由 M 是 BC 的 中 点 , 故 Samr 
CEF 


=Scgr) 
二 ]。 

例 21 已 知 一 直线 平行 于 梯 D C 
形 4BCD 的 底 ,而 与 腰 AD、BC 分 
别 交 于 瓦 . 尼 , 又 与 对 角 线 AC、.BD 
分 别 交 于 G. 玉 ,如 图 7-29。 求 证 : 
HG=FE, 4 B 

分 析 ”将 所 要 证 明 的 结论 改写 


了 图 7-29 
成 EE 一 1 
作 图 (1) 任 取 不 共 线 三 点 4.B、C。 
(2) 过 C 作 4B 的 平行 线 CD。 
(3) 在 AD 上 取 点 右 ( 不 妨 设 4H=44D)、， 
(4) 过 玉 作 4B 的 平行 线 交 4C 于 G, 交 BD 于 


下 , 交 BC 于 天。 
HE_HO.TE 5 
一 ca 。 人 spe (用 共 边 定理 部 分 消去 点 G、 
SD arc SBED 
F.E) 
= (由 BC/GF// AB=>S gpc=Sarc) 
BED 
Se 
一 导 二 全 (用 共 边 定理 和 平行 线 面积 定 


理 消 去 点 五 ) 
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Ai94cp Ss rr i 
= 守 (由 A 及 4 4D, 消 去 点 
H) 

一 1 。 (由 CD/ 4B, 消 去 点 D)》 
为 了 得 到 消去 平行 线 交 点 的 消 点 算法 。 我 们 由 平行 线 面 

积 定 理 推出 下 面 两 个 结果 。 
推论 1 设 4BCD 是 平行 四 边 形 ,P 是 平面 上 任意 点 , 则 有 


Sphs 十 Spco 一 Saac (9) 


Spas 一 Sppac 一 SPpac。 (10) 
证 明 过 PP 作 4B 的 平行 线 与 直线 BC 交 于 Q@, 则 由 平 
行 线 的 面积 性 质 , 有 
Spas 一 Soas > Spcp 一 Socp 一 Soca o 
当 点 PP( 和 多) 在 直线 4B、CD 之 间 时 ,有 
Spas 十 SPcp 一 Saoag 十 Saca 一 Snaac。 
当 点 书 在 直线 DC 外 侧 时 ( 即 点 已 与 4B 分 居于 DC 两 
侧 ) ,有 
php 一 pcp 一 goas 一 aca 一 Shac。 
而 当 点 了 在 直线 4B 外 侧 时 , 则 有 
一 Spag 十 $pcp 一 Saeca 一 Soas 一 9hac。 
这 表明 要 证 的 (9) 式 成 立 。 
至 于 (10) 式 , 则 可 由 (9) 式 及 5ppac(Sepac) 的 定义 导出 ， 
即 有 
Spap 一 Saac 一 Srcp 一 Sacp 十 Spcp 一 Srpac， 
Spap 一 S4sc 一 Secp 一 9acp 十 Spcp 一 9ppac。 
推论 1 的 几何 意义 是 :无 论点 已 在 平面 上 如 何 移动 ,SPas 
与 Spcp 之 和 保持 不 变 。 
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推论 2 设 4BCD 是 平行 四 边 形 ,P 与 Q 是 平面 上 任意 
两 点 , 则 有 
Sarao 十 Scro 一 Saro 十 Soro (11) 
或 
Spaas 一 Srpoc o (12) 

证 明 记 平 行 四 边 形 4BCD 对 角 线 4C 与 BD 的 交点 

为 O, 由 定 比 分 点 公式 ,得 
Saroe 十 Scro 一 2Sore，5Saro 十 Soproe 一 25ore。 

所 以 SapQ 十 Scre 一 Sare 十 Sppe o 

移 项 得 

SapQ Sara 一 Sppe ‘Scpo o 

即 Spaas 一 Serpac。 

推论 2 的 几何 意义 是 :四 边 形 的 对 角 线 在 平面 上 作 任意 
平行 移动 时 ,四 边 形 带 符号 面积 保持 不 变 。 

有 了 这 两 个 推论 ,我们 容易 建立 有 关 平 行 线 交 点 的 消 点 
算法 。 

消 点 法 5 (从 共 线 线段 比值 中 消去 平行 线 与 连接 两 点 
的 直线 的 交点 ,简称 RPL) 已 知 相交 直线 PQUV 和 UV 外 一 
点 W, 过 W 作 UV 的 平行 线 交 PQ 于 六 , 则 

PR _ Sp 
QX Som 
证 明 在 直线 WX 上 取 点 ,使 WTVU 为 平行 四 边 形 ， 


PeQ Spwr 
Qz 一 Sowr ( 共 边 定理 ) 
一 人 zwy 。( 推 论 1) 


Souwv 
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消 点 法 6 (从 三 角形 面积 中 消去 平行 线 与 连接 两 点 的 
直线 的 交点 ,简称 SPL) 已 知 相交 直线 PQ.UV 和 UV 外 一 点 
W, 过 W 作 UV 的 平行 线 交 PQ 于 六 , 则 对 于 任意 两 点 4、B， 
有 

Spx 一 3 (Souwv ” Spas 十 pvwr “ Soas) 。 
QUPV 


证 明 取 WX 上 一 点 T, 使 WTVU 为 平行 四 边 形 , 则 由 
定 比 分 点 公式 ,得 


Sox= BE Sert BE Sree. (13) 
再 由 共 边 定理 及 推论 1 和 推论 2, 得 

WO Sor Sum 

PQ Sowpr Sovpy “ 

BR_ Sow Sm 

PQ Sowpr Sevpv " 

将 上 面 两 式 代 人 (16) 式 即 得 所 要 证 明 的 结果 。 

消 点 法 7 (从 平行 线段 比 中 消去 分 别 与 两 条 直线 平行 
的 直线 的 交点 ,简称 RPP) 已 知 两 条 相交 直线 PQUV 及 点 
R、W, 过 WW 作 UV 的 平行 线 与 过 R 且 平行 于 PQ 的 直线 交 于 
和 , 则 有 


PX Row 
商 Sow 
证 明 在 直线 WWX 上 取 点 工 ,使 WTVU 为 平行 四 边 形 ， 
在 直线 RX 上 取 点 5S, 使 RSQP 为 平行 四 边 形 , 则 由 平行 四 边 
形 性 质 及 共 边 定理 ,得 


由 推论 1 ,得 
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SapTr 一 Sarwr。 
由 推论 2 ,得 
Sawsr 一 Sarsr 一 Seuor。 

由 上 面 三 式 即 得 所 要 证 的 等 式 。 

消 点 法 8 (从 三 角形 面积 中 消去 分 别 与 两 条 已 知 直线 
平行 的 直线 的 交点 ,简称 SPP) 已 知 相交 直线 PQUV 及 点 
R、W、4、B。 过 W 作 UV 的 平行 线 与 过 R 而 平行 于 PQ 的 直 
线 交 于 叉 , 则 有 


Pa ° 5 avav 十 Sagpw，( 车 A 或 B 在 直线 UV 上 ) 


S pvUQv 
SABX 一 
本 * SApao 十 SaaR。 (其 他 情形 ) 
PUQY 
证 明 取 点 使 RPQS 成 平行 四 边 形 ,应 用 消 点 法 6 可 得 
SaBx = 专 1 (SsvwvSRas+S RywuS sap)。 
SURV 


再 由 推论 1 和 推论 2, 得 
soar 一 Seuer 一 一 Spvyev > 
Ky SAB =Sags =S hg 二 Sage — Sagp =ShBR 十 Sappo 9 
Savwu 一 一 Sowva， 
Ssomwv 一 Su 十 Sa 一 Sovo 十 Sa 十 So 一 Sn 

一 Sowvg 一 Seuor。 
把 它们 代入 前 式 , 可 得 
Bmx— BL (Suwa Sevar Sng— SuwwaC Sa Sana) ] 


PUQY 


S, 一 一 
= S arpa |S ABRo 
S PUQY 


如 果 4 或 B 在 直线 PQ 上 , 则 Sarse 可 简化 为 三 角形 面 
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积 , 当 4 或 妃 在 直线 UY 上 时 , 互 换 记 号 P.Q.R 与 UV、W,， 
得 


S PRAQW 


。 Saray 十 Sap 


Sapx 一 
S UPVQ 


Ky 
= ° S AUBV 十 Ky 4BR o 
PUQR 


这 个 式 子 中 的 Saoar 可 简化 为 三 角形 面积 。 

上 述 四 个 消 点 公式 不 必 硬 记 , 因 为 实际 上 遇 到 的 大 多 是 
特殊 情况 ,往往 只 用 平行 线 的 面积 性 质 即 可 解决 ,万 一 时 到 一 
般 情形 ,可 查 对 这 些 公式 ,也 可 用 前 面 的 作 图 组 合 起 来 代替 平 
行 线 作 图 。 例 如 “过 WW 作 CTY 的 平行 线 ” 这 个 作 图 ,可 用 下 列 
步骤 代替: 

(1) 取 WV 的 中 点 M。 

(2) 连 UM 延长 至 NN, 使 UM=MN。 

(3) 连 WN。 

则 MN 是 平行 于 UV 的 直线 。 

下 面 我 们 就 如 何 使 用 上 述 消 点 算法 举 个 例子 来 说 明 ，。 

例 22 设 在 六 边 形 ABCDEF 
中 ,有 了 两边 BC、EF 平行 于 对 角 线 
AD, 两 边 CD、FA 平行 对 角 线 BE， 4 人 
并 且 两 边 DE,AB 平行 ,如 图 7-30。 YM 
求证 :CFA4B。 

分 析 ”由 平行 线 面积 性 质 知 所 图 7-30 


要 证 的 结论 等 价 于 3 -1 
作 图 〈1) 任 取 不 共 线 三 点 E、B、C。 
(2) 过 点 C 作 EB 的 平行 线 , 在 此 平行 线 上 取 点 
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D, 

(3〉 过 点 B 作 DE 的 平行 线 , 过 点 DD 作 BC 的 平 
行 线 ,两 线 交 于 点 4。 

(4) 过 点 4 作 CD 的 平行 线 ,过 点 正 作 BC 的 平 


证 明 六 一 全 4 ， Sec (用 消 点 法 8 消去 点 下) 


-一 Spcp » Sapcp 
(Spcp—SBgce) (Spgcp—S BED) ° 
(用 消 点 法 8 消去 点 4) 
至 此 , 设 CD=4BE, 则 可 用 下 列 关 系 消去 点 D: 


acp 一 4 SBcE 


SpgD = Sggc 一 一 ac ? 

Sasgcp 一 9spc 一 Sapc 一 一 Sacg 十 和 Sacz。 
则 原 式 化 为 

Sagc ASBgcg * Spcs(—1+A) 


Sr Spcs(X—1)(—Spca -AS Scs) 

命题 得 证 。 

这 里 ,对 用 消 点 法 8 消去 点 严 .4 的 过 程 作 一 说 明 。 按 消 
点 法 8, 应 有 公式 


SABx — < 。 SApao 十 SAaR o 
PUQV 
对 照 公式 与 题目 中 对 应 位 置 的 点 ,有 
A BX PQ RU V WwW (公式 中 ) 
和 
代 人 公式 ,得 


一 Ky 一 一 
SABF = 二 册 SacBD 二 SABpa o 
CBDC 
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(显然 ”Sasa 一 0,Scapc 一 Sapc 一 一 SacpySacsp 一 一 Sacap) 
这 就 消去 了 点 不。 而 在 消去 点 4 时 ,用 了 如 下 等 式 

Sasc=Sgcp，《《 由 AD/ BC) 

Sascp 一 Sapc 一 Sece 一 Sacp 一 Sace， (由 AD// BC) 

Sacap 一 Sacp 一 Scpa o 

再 用 消 点 法 8 从 Scpa 中 消去 点 4, 由 对 应 关系 


4DXPQRU TY WwW (公式 中 ) 
和 
可 得 


一 5 一 一 
cp4 一 » Scapc Scpp 
BDCE 


SgED ,© app ,总 
一 = DPC 一 去 BCDo 
—Spgcp “~ Spgcp ? 
而 
SS (Saacp 一 ap)Sacp 
BC4DD 一 = o 
SBpgcp 


代入 前 式 , 命 题 得 证 。 


消去 熏 线 上 的 点 


前 面 所 引入 的 消 点 算法 ,还 不 能 解决 有 关 垂 直 的 几何 问 
题 . 本 节 将 介绍 的 勾 股 差 概念 ,在 解决 与 垂直 有 关 的 几何 问题 
时 ,将 扮演 重要 的 角色 , 勾 股 差 定理 也 是 求解 几何 问题 的 一 个 
重要 工具 。 
定义 ”对 任意 三 点 4.B.C, 把 几何 量 AB: 十 BC 一 AC? 
叫做 三 角形 4BC 的 勾 股 差 , 记 Psac 二 AB 十 BC* 一 AC’。 
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关于 勾 股 差 Pasc, 有 下 列 性 质 ， 

(1) Pagc= PcsAe 

(2) Pagc+ Pecat Peas= AB’+ BC?+CA?. 

(3) Pagc+ Pacs=2BC’。 

(4) 车 B 在 线段 4C 上 , 则 

Pasc=—2AB* BC, Pacs=2AC ，+ BC., 
(5) Paac 一 0 的 充分 必要 条 件 是 :ABC 为 直角 或 4、C 
两 点 中 至 少 有 一 点 与 点 B 重合 。 
性 质 (4) 如 果 用 有 向 线段 , 则 可 统一 为 
性 质 (4)” 车 4、B.C 三 点 在 一 直线 上 , 则 
Paac 一 2 AB* CB. 

其 中 4B8 . CB 的 意义 如 下 :其 绝对 值 等 于 AB。CB, 其 符号 视 
有 B.CB 同 向 或 反 向 而 定 , 同 向 取 正 , 反 向 取 负 。 其 实 , Pagc 二 
2 4 五 。CB 是 4.B、.C 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 。 

为 了 和 弄 清 勾 股 差 的 性 质 和 它 的 几何 意义 ,我 们 引入 三 角 
形 的 余 面 积 的 概念 。 

对 任意 人 4BC( 可 以 是 退化 的 三 角形 ), 我 们 作 AXy72Z， 
使 4 一 XY ,BC 一 YZ ,并且 

MXTZ= 人 LABC， 当 人 ABCS90° 时 ; 
4BC 一 90"， 当 人 人 ABC>90° 时 。 
定义 : 
0 fe 当 一 4BC<<90* 时 ; 
-Sxyz, 当 人 ABC>90° 时 。 

为 人 ABC 关于 一 4BC 的 余 面 积 。 

当 了 ABC 为 锐角 时 , 八 ABC 关于 ABC 的 余 面 积 , 即 夹 
边 等 于 4B、BC, 夹 角 为 4BC 的 余 角 的 三 角形 的 面积 ; 当 
4BHC 为 直角 时 , 八 ABC 关于 人 ABC 的 余 面 积 为 0; 当 
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二 4BC 为 钝 角 时 ,人 4BC 关于 人 人 ABC 的 余 面 积 , 即 夹 边 等 于 
AB、BC, 夹 角 为 <ABC 一 90° 的 三 角形 面积 的 相反 数 , 记 为 
人 Ca4Bc。 

一 个 三 角形 4BC 有 三 个 余 面 积 :Caac、Caac、Caca, 按 定 
义 可 知 :Caasc 一 CcsayCasac 一 CecagyCacs 一 Caca, 这 三 个 余 面 积 一 
般 是 不 同 的 。 

从 几何 上 看 ,人 4BC 关于 了 ABC 的 余 面 积 可 这 样 作出 : 
过 点 B 引 BC 的 垂 线 BP, 使 BP=BC, 则 Cigc 的 绝对 值 等 于 
Sp48;, 而 符号 则 依 全 ABC 为 锐角 或 钝 角 而 定 ,锐角 为 正 , 钝 角 
为 负 。 


在 图 7-31 中 ,以 BC 为 一 边 画 一 个 正 PP Q 
方形 BCQP ,使 QQ.P 与 4 在 BC 的 同 侧 ， 
这 时 显然 有 

Caac 一 Spaa， /A 人、 

Cgc4=S hce。 B C 
于 是 


1 _ 7-31 
Oacar— Cact Caca, 
1 Caac 十 Caca 一 BC o 


按 习惯 分 别 以 a、.5、c 表示 BC、.CA、AB 的 长 ,交换 字母 
A、B.C 得 


D2 


a 


C4zc 十 Ceca 一 -7 > 
b 


四 


Cac4 十 Ccaa 一 也， 
C 


G3 


Cc4ag 十 CaBc 一 


三 式 相 加 得 
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2° 


Caac 十 Caca 十 Ceas 一 于 (&2 十 刀 十 c2?) o 
所 以 


Cuec 一 本 Co2 十 C 一 的 一 全 Phac 


Cacu 一 于 (9 十 @ 一 轨 一 二 Paca， 


Ccas 一 (b+ a’) = Pons, 


由 此 有 可见, 任意 三 角形 4BC 关于 人 ABC 的 勾 股 差 等 于 
它 关 于 一 4BC 的 余 面 积 的 4 倍 。 
如 果 4BC= 一 XY72Z , 按 余 面 积 的 定义 有 
Caac ”48 。BC 。 
Ce 一 XPvY7。 (4BC 天 90?) 


因而 有 
勾 股 差 定 理 ” 当 人 ABC 二 人 XYZ 时 ,有 


Pagc _ AB . BC o 
Pxyz 一 XY . YZ 0 (一 4PC 天 90 ) 


心 | 一 


或 者 更 一 般 地 有 
色 股 差 定 理 ( 一 般 形式 ) 人 人 ABC= 人 XYZ 的 充分 必要 
条 件 是 
Pagc Pxyz 


AB. BC XY.YZ° 
而 和 ABC 与 XYZ 互补 的 充分 必要 条 件 是 


_ Ta ___ Pxrz 
AB» BC XY .YZ ° 


从 三 角 学 观点 看 恰 有 


PF 2 2 万 2 
全 5 生生 ?osC48C， 


从 投影 概念 的 角度 解释 三 角形 的 余 面 积 为 :人 4BC 关于 
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一 号 的 余 面 积 C4gc 恰 等 于 4B 到 直线 BC 上 的 投影 与 CB 的 乘 
积 的 一 半 。 


例 23 已 知 A4BC 的 三 边 a.b、 C 
c, 求 4B 边 上 的 高 CD。 
解 ” 如 图 7-32, 不 妨 设 一 4 一 90。， a 
记 4D 二 xz,x= 二 V6’ 一 友 , 由 勾 股 差 定 
理 , 有 A * DpD° B 
2 2_ 也 2 
六 一 Se = 和 图 7-32 
222 
Fie a 


故 人 一 彤 一 工 一 


所 以 h= 训 VB 一 (Tc ay。 
还 可 得 


Suc= 竺 = 于 40:c:— (P+ ci—al)’ 


= 方 (be TD Te a ob pea 


= 二 VlaTbte Tato a brats ey. 


记 半 周 长 为 :一方 (a 二 5 十 c), 便 得 


Sasc= Vs(s—a)(s—b) (s—e). 
这 个 公式 叫 三 斜 求 积 公式 ,也 叫 海伦 公式 。 
前 面 引进 了 四 边 形 的 带 符号 面积 , 它 是 三 角形 带 符号 面 
积 的 推广 。 类 似 地 , 勾 股 差 也 可 以 推广 到 四 边 形 ,而 且 四 边 形 
勾 股 差 有 时 运用 起 来 更 为 方便 。 


定义 ”四边形 4BCD 的 勾 股 差 定义 为 
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Pascp= AB’:+CD’:— AD’— BC’, 
由 此 定义 ,立刻 得 到 四 边 形 勾 股 差 Paacp 的 基本 人 性质: 
(1) Pagcp= PBpapc= Pcpag= Ppcga=— Papcs 
=—Ppcp4= ~ Pecsap=— Ppagco 
(2) Pagcp=Pasp— Pesp= Pgac— Ppac= Peps™— Paps 
= Ppca— Pagca。 
(3) Pagsc=Pascs Paagc=— Pagc=Papcc。 
性 质 (1) 表 明 , 对 于 同一 个 四 边 形 ,不 管 顶 点 如 何 排列 ,只 
要 不 打 乱 顶点 之 间 的 邻接 关系 ,其 勾 股 差 仅仅 有 正 、 负 号 的 变 
化 .这 使 得 四 边 形 勾 股 差 与 四 边 形 的 带 号 面积 有 类 似 之 处 , 它 
依赖 于 四 边 形 本 身 而 不 依赖 于 某 个 顶点 。 而 三 角形 的 勾 股 差 
则 有 三 个 :Pasc、Pcas、Paca, 它 们 一 般 各 不 相同 ,因此 ,四 边 形 
勾 股 差 用 起 来 有 时 比 三 角形 勾 股 差 更 为 方便 。 
性 质 (3) 表 明 , 三 角形 勾 股 差 是 四 边 形 勾 股 差 的 特殊 情 
形 .而 性 质 (2) 表 明 , 四 边 形 勾 股 差 可 展开 为 三 角形 勾 股 差 , 正 
如 四 边 形 的 带 符号 面积 可 以 分 解 为 两 个 三 角形 的 带 符号 面积 
一 样 。 
四 边 形 勾 股 差 进一步 的 性 质 有 
命题 1 (四 边 形 勾 股 差 的 可 分 性 ) 对 于 任意 五 个 点 书 、 
Q、A4、B.C, 有 
Ppaasi Ppgac= PpaQco 
证 明 由 定义 ,得 
Ppaos= PA’:+QB’— AQ’— PB’, 
Ppsec= PB’+QC’— BQ’:— PC?. 
两 式 相 加 得 
Ppaos+Pppoc = PA’+QC’— AQ’— PC’*= Ppaac。 
命题 2 (关于 四 边 形 的 勾 股 定理 ) 如 果 PQ 上 4B, 则 
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也 paoa 一 0。 
证 明 设 直线 PQ 与 4B 交 于 O, 则 
如 图 7-33, 由 勾 股 定理 ,得 
AQ’= AO’: +Q0O’ ,PB’:=PO’+BO’, 
PA’= PO’+ AO’ ,QB’= BO’:+QO’,. 
按 定义 代 人 , 即 得 
Ppaos=PA’+QB’— AQ’— PB’=0, 
从 下 面 的 命题 5 很 容易 看 出 充分 性 图 /33 
也 成 立 。 当 Ppsos 二 0 时 ,或 者 4AB= 二 0, 即 A、B 重合 ,或 者 PQ 
在 直线 AB 上 的 投影 为 0, 即 PQ AB 或 P.Q 重合。 因此 ， 
PPaos 王 0 的 充分 必要 条 件 是 PQ | AB，。 
命题 3 设 点 PQ 到 直线 AB 上 的 牌 足 分 别 为 吕 V, 则 
Ppaga— Puavso 
证 明 应 用 命题 1 及 基本 性 质 , 可 得 
忆 paoa 一 已 soap 二 已 soar 十 已 era 十 已 aapP。 
因 43 QVY7 ,得 Paaar 王 0。 因 4B |PU ,得 Perap 一 0。 
故 Ppags—= Ppvav = Pvuavao 
命题 4 车 P.Q、4、B 四 点 在 同一 直线 上 , 则 
Ppaos=2 PQ BA., 
证 明 直接 按 定义 计算 ,得 
Praa= PA'+QB’— AG'— PB’ 
=(PA’— AG)—(PB’— BQ’”) 
=(PA+AQ)(PA— AQ)— (PB+ BQ) PB— BQ) 
=PQ(PA—AQ) —PQ(PB— BQ) 
=PQ(PA—AQ—PB+BQ) 
=PQ(BP+PA+BQ+QA) 


=2 PQ. 54， 

结合 命题 4 和 命题 3, 可 以 得 出 四 边 形 勾 股 差 的 几何 意义 。 

命题 5 ”四边形 4BCD 的 勾 股 差 Paacn 等 于 有 向 线段 4C 
在 直线 BD 上 的 投影 与 DB 的 乘积 的 两 倍 。 

由 于 Pagcp 一 Ppcsa， 故 Panscp 也 等 于 DB 在 AC 上 的 投影 
与 4C 的 乘积 的 两 倍 。 

如 果 引 进 余弦 函数 cosb, 易 知 命题 5 可 表示 为 

Pahscp 一 24C。BDcos0。 

其 中 6 是 有 向 线段 4C 与 DB 的 夹 角 , 具 体 地 ,过 4 作 与 
DB 平行 的 直线 4P ,使 4PBD 为 平行 四 边 形 , 则 96= 人 CAP，。 

作为 命题 5 的 推论 ,显然 有 

推论 3 四边形 的 对 角 线 平移 时 ,其 勾 股 差 不 变 ) 若 
PQVU 为 平行 四 边 形 , 则 

PpaQs= PuavBo 

推论 4 若 PUT 4B,QY | 4B, 则 有 

也 paaa 一 Puuava。 
推论 5 车 PQ 二 A4UV, 则 

PpaQs—= APuavs。 
若 AB=4CD, 当然 有 

PpaQs=APPpcap。 

从 上 述 可 看 出 ,四 边 形 勾 股 差 与 四 边 形 带 符号 面积 有 相 
似 之 处 ,例如 Pasco 的 基本 性 质 (1)、(2)、(3) ,命题 1, 推 论 3， 
推论 5, 容 易 验证 其 对 S4scp 也 成 立 或 有 相应 等 式 . 另 一 方面 ， 
勾 股 差 与 带 符号 面积 之 间 又 有 明显 的 区 别 。 例 如 , Pascp 一 
Poca4, 但 Sascp=—Spcsa; Pagcp=0 的 充分 条 件 是 4C |BD， 
而 Sasco 一 0 的 充分 条 件 是 AC/ BD, 等 等 。 
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上 面 性 质 中 ,定义 与 命题 4 是 基本 的 ,命题 2 是 常用 的 。 
要 牢记 命题 4, 另 外 命题 1 和 推论 5 也 要 记 住 。 

例 24 车 点 站 在 直线 4B 上 ,AX=XAB, 则 对 任 一 点 
P, 有 

PX: 一 MPB: 十 (1 一 D)P4: 一 M(1 一 1)4B2。 

证 明 考虑 两 个 勾 股 差 已 paax 与 PPpaaag 之 比 。 应 用 推论 5， 
可 得 
_AX _ Prax Ph4: 十 4X2 一 忆 Xs 


”Fn PAAB PB’ 

_ PA:+XAB:— PX? 

~ PAAB—PB ° 

故 AP42? 十 14B2: 一 APB: 一 P4? 十 24B2 一 已 X2。 


所 以 PX?=APB: 十 (1 一 PA 一 A4(1 一 A)4B’。 


A 


例 25 在 正方 形 4BCD 中 ,在 D C 
4B、BC 两 边 上 分 别 取 点 下 ` 瓦 ,已 知 
AF=BE. k 
求证 :AE_L DF。 a 
分 析 利用 勾 股 差 的 性 质 , 由 一 
命题 2 可 知 只 要 能 证 明 Paper 二 0 4 节 2 
即 可 。 图 7-34 
作 图 ”如 图 7-34。 
证 明 
Papgr =P avec Pacgr (由 勾 股 差 的 可 分 性 ) 
=AD’:+EC’— AC:— DE’:+ AC’+EF?’ 
— AF’—CE? (根据 勾 股 差 定 义 ) 


=AD’—DE’+EF’— AF’ 
=AD’—DC’—CE+BF’+BE’— AF’ 


〈 勾 股 定理 ) 
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Tn 


一 0。 (由 已 知 AF=BE 二 BF=CE) 
由 于 勾 股 差 与 垂 线 有 密切 联系 , 故 利 用 色 股 差 便于 消去 
垂 线 上 的 点 ,为 此 需要 引进 下 列 命题 。 
命题 6 设 Q 到 直线 4B 的 垂 足 为 DD, 则 
AD Paous wwAD_ Pens _ 了 on 
DB Posa AB Peast+Posa 2AB’)° 
证 明 由 命题 5, 注意 到 万 是 Q 在 4 上 的 投影 ,有 
Po 一 2 DA . BA,Poss=2 DB. AB., 
所 以 Pp 季 -了 48- 往往: 
命题 6 提供 了 消去 垂 足 的 基本 方法 ,但 垂 线 可 能 与 另 一 
直线 相交 , 即 
命题 7 设 直线 1 过 点 PP 垂直 于 4B 而 与 UV 交 于 义 , 则 
UX _ Puara( UX Pvses) 
XV Ppava VX Pyaps ” 
证 明 设 U、XV 在 直线 4B 上 的 投影 依次 为 S、Y、T， 
则 由 命题 5 可 知 
Puars=2 SY »。 BA, Pyars=2 


3 
心 


、 Puars _ SY 
所 以 Ps TFB 7 TR 


命题 8 〈 关 于 勾 股 差 的 定 比分 点 公式 ) 设 和 是 直线 4B 
上 一 点 ,使 4 又 一 人 44 万 , 则 对 平面 上 任意 三 点 DY、 办, 有 

(1) 已 xm 一 4Paomwr 十 (1 一 人 )Paowv。 

(2) Puxxvr 一 4Puasy 十 (1 一 人 ) Puaar 一 24(1 一 1)4B2。 

证 明 应 用 例 24 中 的 公式 ,有 

XU’=ABU?+ (1—AN)AU? Ad —A)AB’, 

XV’=ABV:+ (1—AV)AV’—A(l—A)AB’. 

因而 
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Pxow=XU:+WV’—UW’— XV? 
=ABU’+ (1—V AU —AI— DAB HWV—UW:? 
一 [LABV?: 十 (1 一 人 .47 一 1 一 人 4B?] 
=A(CBU? + WV — UW’— BV )+-+(1—1) 
(AU?+WV’—UW’— AV’) 
=APpuwy 二 (1—A)P auwyo 
这 就 证 明了 (1) 式 。 关 于 (2) 式 ,证 法 类 似 。 
Puxxv =UX’+ XV—UV? 
=ABU’: + (1—4)AU?—4(1—2)AB’+ABV’ 
二 (1 一 DAV 一 4(1 一 A)AB: 一 UV? 
=A(BU?+ BV UV )+ (A) CAV’ + AV? 
UV’)—2A(1— VAB’ 
一 MPuesr 十 (1 一 人 )Puaar 一 24(1 一 1)4B?。 
例 26 设 人 4BC 的 三 条 高 分 别 为 A4F、BE、CD, 求 证 :这 
三 条 高 交 于 一 点 。 
解 ” 如 图 7-35, 设 BE 与 CD 交 于 
点 五 ,AF 与 CD 交 于 GG, 要 证 明太 与 G 


tC HC 
重合 ' 即 a= 一 友 太 。 
作 图 (1) 任 取 不 共 线 三 点 A、B、 
C。 
(2) 过 C 引 4B 的 垂 线 , 交 4 D B 
AB 于 DD 图 7-35 


(3) 过 B 引 AC 的 垂 线 , 交 CD 于 有 H。 
(4) 过 4 引 BC 的 垂 线 , 交 CD 于 C。 


CC .HD 
起 "过 c 


二 1。 
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HD _Paccs , HD 


' 二 基 (用 命题 7 消去 点 G) 


引 g 


证 明 


Paccs . Paavc (用 命题 7 消去 点 HH) 


-PP ACDB BACC 
—P 
一 BADC 《用 PaAcca 一 一 Paacc 化 简 ) 


三 4cps 
Pesa 24B? 


24B? “ Paasc* Peap * Pacgs 


一 ]。 
其 中 ,最 后 一 步 是 由 于 


Paapc * Psaac BD .P Lea .p 
Ppaac BA A B44C 一 2 4 已 2 BAACo 


AD P 
Pacva= pe ® Pacas 王 有 诗 MM Pacss=3A 。 己 scaa。 


这 里 先 用 了 推论 3, 再 用 命题 6。 
应 当 注 意 , 消 点 顺序 对 证 明 过 程 有 很 大 影响 ,这 个 题目 如 


Pparc= 


果 把 C、D 两 点 引信 的 顺序 倒 过 来 ,证 明 过 程 就 简捷 多 了 。 


作 图 。 (1) 任 取 A、B 两 点 。 
(2) 在 直线 4B 上 任 取 一 点 DD。 
(3) 过 DD 作 4B 的 垂 线 CD。 
(4) 过 B 作 4C 的 垂 线 交 CD 于 互 。 
(5) 过 4 作 有 BC 的 垂 线 交 CD 于 G。 
则 消 点 过 程 为 


GC HD _ Piccs Panapc 
高 贡 = 天 2 《用 命题 7 消去 点 GH) 


P BACC 


P ACCBE 。 P BADD 
P ADDB P BACC 


用 DD 代 夫 ,然后 由 勾 股 差 的 蓝本 性 贰 PBacc = 一 Pacca， 
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Paapp 王 一 已 4pps 即 得 。 整 个 推导 过 程 变 得 简捷 多 了 。 
例 27 设 在 A4BC 中 ,高 4D 的 垂 
足 万 在 边 BC 上 ,在 4 上 任 取 一 点 
直线 BJ.CJ 分 别 与 4C、4B 交 于 NM， 
如 图 7-36。 求 证 :MDA= 人 ADN，。 
分 析 ”要 证 明 人 人 MDA 二 人 ADN ,只 


要 证 明 Paou _ Pupa B D Cc 


Sapm Swpa ” 
作 图 (1) 任 取 B.C 两 点 。 图 7-36 
(2) 在 线段 BC 上 取 点 DD。 
(3) 过 万 作 BC 的 垂 线 ,在 垂 线 上 取 点 4。 
(4) 在 AD 上 取 一 点 J。 
(5) 直线 BJ 与 4AC 交 于 N。 
C6) 直线 CJ 与 4B 交 于 M。 
要 证 明 的 结论 是 
Papa 。Saow _ 
Papy SNpa 


4 
M N 


1 


vy P NDA Sapm 
明 三 *24 。 人 4DM 
证 明 Pp 


Swpa 
一 Pnpa 。 Saps » Siac 。 Sacar 
Swpa Sacay Papa。 Sea 
(利用 面积 关系 及 命题 8 消去 点 M) 
_ ascy 。 SBgcy * Papa 。 S aps “ Sacy 
本 Sacp 。 ay Shaacv Papa。 Scar 
(同上 法 消去 点 NN) 


一 去 ”去 一 1。 《用 共 边 定理 消去 点 J) 


下 面 把 有 关 勾 股 差 的 消 点 算法 总 结 如 下 : 

消 点 法 9 (从 共 线 线段 比 中 消去 垂 线 与 另 一 直线 的 交 
点 ,简称 RTL) 设 直线 !/ 过 点 了 垂直 于 4B 而 与 UV 交 于 XX， 
则 


UX Puaps 
(1) FF 7 Pw 
(2) 3 一 了 ae 。 
UAVB 


这 里 (1) 式 即 信和 7,《2) 由 (1) 及 合 比 律 并 用 勾 股 差 可 分 

性 可 得 。 注 意 , 当 UV 与 4B 重合 时 ， 
Puargs= Paaps= Ppag。 

而 已 para 一 已 paas 一 己 ppa, 故 消 点 法 9 也 包含 了 消去 垂 足 的 命 
题 6。 

消 点 法 10 〈 从 勾 股 差 中 消去 定 比 分 点 ,简称 PL) 设 六 
是 直线 4B 上 一 点 ,使 4 叉 =44B, 则 对 任意 三 点 UV、W, 有 

(1) Paxuowr 一 APamwr 士 (1 一 D)Pamv， 

(2) Puxxv=APusgv+ (1—A Poa —24(1—N) AB’, 

这 就 是 命题 8, 把 以 上 两 个 方法 结合 起 来 ,有 

消 点 法 11 (从 勾 股 差 中 消去 垂 线 与 男 一 直线 的 交点 ， 
简称 PTL ) 设 直线 ! 过 点 也 垂直 于 MN 而 与 4B 交 于 点 和， 
则 对 任意 三 点 UV、W ,有 


(1) Prrw = Bi (Pouen* Poww + Pewen* Pauon) 0 
(2) Poxxw = Pi ( Puen Posavt Powen® Pyaar) 


2Paupn "Peygn* AB” 


( Pampn)’ 
AX ee Paupn 
证 明 由 消息 法 9 已 可 得 4 一 也 < , 取 4 二 也 生生 ， 
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则 
AX=XAB,XB=(1—A)AB. 


而 且 有 (1 一 办 一 瑟 eeay ,再 由 消 点 法 10, 即 得 所 要 证 的 
公式 。 

消 点 法 12 〈 从 四 边 形 或 三 角形 带 符号 面积 中 消去 垂 线 
与 男 一 直线 的 交点 ,简称 STL) 设 直线 ! 过 点 已 垂直 于 MN 
而 与 AB 交 于 X, 则 对 任意 三 点 UV .WW ,有 


(1) Sxww= P 1 ( Pampn “Spuv + PpMsN* Sav) 。 


AMBN 


( PampN*S puwv + PemaN *S avwv ) o 


去 1 
(2) Sxuwv= Pi 
证 明 ” 先 证 明 (1)。 设 AX 一 4AB, 由 定 比 分 点 公式 ,得 

Sxur 一 1Sav 十 (1 一 人 Saov。 


再 用 消 点 法 9, 有 
) 一 .4 Poy 
AB PauBN ” 
代入 前 式 , 即 得 所 要 证 的 (1) 式 。 利 用 (1) 式 可 以 证 明 (2) 
式 , 这 是 因为 : 


Sxuw =Sxvv + Syuw 
1 


P AMPN 


1 ( Pampn “Sguv Ppmsn*Savv) 十 


P AMBN 


。 ( Pupnt Ppusn) Syuw 


= [Poen( Sew Svuw) 十 已 pwav( Savv 


PP AMPN 


十 Svvw) ] 


( PampN*S powv PpMBN *S suwn) o 


P AMBN 


消 点 法 13 从 多 股 差 中 消去 两 直线 的 交点 ,简称 RLL) 
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设 直线 让 则 对 任意 三 点 UV、WW, 有 


(1) Pxuwvy 三 去 (SpaoPaumwr 十 SoaspPaomwr) 。 
5 


(2) Pvuxxv= 3 (Spao ° Pusgv +SospPvaav) 


PAQB 


_2 SpaQ "Sapp AB’. 
— ss —* AB 
( Spaos): 


证 明 设 PX=XPQ, 则 由 共 边 定理 ,可 得 
1 一 Seaa (1 一 A) 二 二 Sopp 。 


9 
S PAQB 5. PAQB 


再 将 此 两 式 代 入 消 点 法 10 中 公式 (1)、(2) 即 得 所 要 证 的 
等 式 。 

消 点 法 14 〈 从 勾 股 差 中 消去 垂 线 上 的 任意 点 ,简称 
PT) 过 点 4 作 4 的 垂 线 , 在 垂 线 上 任 取 一 点 和 , 记 太 一 Sxap， 
hh 为 参数 , 则 对 任意 三 点 U、V、W ,有 


hs 
(1) Pranm — 6% Ser + Pav 
ABBA 
h(S S 2 
《2) Puyxxy 16 ( ayB 十 Savs) 十 一 2 16h 二 Pyaav 。 
Pagpa P Bsa 


证 明 由 勾 股 差 的 可 分 性 得 
Pxvuwv = Pxvav tT Pauwyv 。 
记 UV 在 直线 AX 上 的 正 投影 为 U'、V', 则 有 


TFIT 
Pxuav =2 XA: ViU'=2 XA’: -二 
一 2 A Svar 
OxaB 
_ 8h? Savav pp 2 1] 二 7 2 
一 hwer (因为 Pagan=2 AB.AB) 
PagBpa 
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这 就 证 明了 (1) 式 。 

为 了 证 明 (2) 式 , 先 用 勾 股 差 的 可 分 性 ,得 
Puxxv = Puxav + Paxxve 

Paxxv=Paxxat+ Paaxv—=2 4X 一 Pvax。 
Puxar 王 Puxaa 十 Poaay 一 一 Puax 十 Poaar。 


— 72 8h 4 
由 AX PapBa 9 
一 二 一 一 2 AV! 
Pvax=2 AX.AV'=2 4X 二 
_ A Oh 16h*S avg 
一 AX SxaB PagBpa “ 
同 理 
16h。 Ss 
Pr Pan 
代 人 前 式 即 得 (2) 式 。 


消 点 法 15 (从 三 角形 或 四 边 形 的 带 符号 面积 中 消去 
垂 线 上 的 任意 点 ,简称 ST) 过 点 4 作 4B 的 垂 线 , 在 垂 线 上 
任 取 一 点 基 , 并 记 h 二 Sxas;h 为 参数 , 则 对 任意 三 点 UV 、W， 
有 


hePavpv 


二 Savwv。 


S XUWV 一 
ABBA 


证 明 由 带 符号 面积 的 性 质 , 有 
Sxuwv =Sxvav 十 Savwv。 


但 车 记 UV 在 直线 4B 上 的 正 投影 为 U',V', 则 有 


一 var 一 
Sxvav =S xv Aav' 一 7 “SxAaB 
. XAB 
一 UV 太一 P ivev 
AB PapBa 
代入 前 式 , 即 得 所 要 证 的 等 式 。 
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hh。 


在 上 述 消 点 法 14、15 中 ,所 取 参 数 为 带 符 号 面积 ,使 公式 
复杂 了 ,如 引入 带 符号 距离 的 概念 , 则 可 使 之 简化 。 
设 和 是 直线 4B 上 或 4B 外 一 点 ,把 比值 
2 Sxap 
148| 
叫做 点 荆 到 直线 4AB 的 带 符 号 距离 ,用 记号 
2 Sxaa 
148| 
表示 .显然 ,4(X,AB) 的 绝对 值 等 于 点 XX 到 直线 4B 的 距离 。 
其 符号 直观 上 是 这 样 确定 的 :假想 一 人 沿 射 线 4B 前 进 , 当 X 
在 他 左 方 时 ,Cd (和 ,48) 为 正 ; 当 三 在 他 右 方 时 ,gCX，,4) 为 
负 。 
对 于 消 点 法 14、15 中 的 点 和 ,我 们 取 比 值 
_ 4(X,4B) 
14B| 
为 参数 ,t 与 h=Sxas 之 间 的 关系 显然 为 
2 _ 钠 
[4B|: Passa” 
于 是 消 点 法 14 中 的 公式 可 简化 为 
消 点 法 14* 
(1) Pxvwwy = 4t Savgv Pavwv 
(2》 Puxxv=4t(Savat Sava) tt Pagaat Puaave 
而 消 点 法 15 中 的 公式 则 可 简化 为 
消 点 法 15* 


Sxow = P AvBU 十 Saw o 
以 下 举 两 个 例子 ,说 明 这 些 消 点 方法 的 应 用 。 


例 28 在 A4BC 的 两 边 上 分 别 向 外 作 正 方形 ACDE 与 
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BCFG, 又 设 M 是 4B 的 中 点 ， 


D 

如 图 7-37。 求 证 :MC_LDF.。 
此 题 作 图 过 程 中 ,GE 两 点 尼 

可 不 作 。 6 
作 图 (1) 任 取 不 共 线 三 ys 


点 A.B.C。 

(2) 取 A4B 中 点 MM。 

(3) 过 C 作 BC 的 垂 线 , 在 垂 线 上 取 一 点 下 ,使 
_ dF,CB) 
EB 

(4) 过 C 作 A4C 的 垂 线 , 在 垂 线 上 取 一 点 万 ,使 

_ dD,ChA) | 


图 7-37 


一 1。 


1C41 
要 证 的 结论 是 MC_|LDF, 即 已 opurc 一 0。 
证 明 Ppxrc 二 一 4 Scxac 十 Pemrc (用 消 点 法 14* 消去 点 万 ) 
二 一 4Smac 十 4 Sccpx 十 Pcccx (用 消 点 法 14* 
消去 点 F) 
二 一 2 Saac 十 2 Spc 二 0。 (消去 点 M) 
例 29 在 直角 三 角形 4BC 的 斜 
边 上 作 一 正方 形 4BFE, 此 正方 形 对 和 角 4 E 
线 交 点 为 了 ,如 图 7-38。 < 
求证 :ACP 一 /PCB， 六 
作 图 (1) 任 取 两 点 A.C。 8 
(2) 过 C 作 4C 的 垂 线 ,在 图 7-38 
垂 线 上 任 取 一 点 B, 取 


_d(B,AC) __ |BcC 
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(3) 过 4 作 4B 之 垂 线 , 在 垂 线 上 取 点 瓦 ,使 参数 
_d(E,AB) _ |AE| 1 


148| 148B| 
(4) 取 BE 中 点 P。 
P ACP P PCB P ACP Spcs 
i ,一 全 一 一 一 一 一 ， 民 一 一 一 一 一 一 一 ]。 
要 证 明 的 等 式 为 : 可 PF Be 


证 明 Pacz 一 六 (Puce 十 Paca) (用 消 点 法 10 消去 点 P) 


一 广 Pacca (由 4LC CEB,Pacs 一 0) 

一 2 Bsca4 十 广 Pacca( 用 消 点 法 14” 消去 点 五 ) 
=|AC|.|1CB!+|Ac|’ 
=—t|AC|’+|AcC|? 

二 (1 一 t) |4C|:。( 由 定义 消去 点 B) 


Pcs 一 让 ( Pace 十 Pacs) (用 消 点 法 10 消去 点 P) 
= 地 Paocs+ |BC|? 
= 4 Sucss Paccs) 十 |BC|? 
一 2 Sacs 十 | 有 5C12( 由 4C CB,Piacca=0) 
一 一 上 丰 4C|: 十 刀 | 4C |: 
二 一 (1 一 1) |4C|:。( 用 定义 消去 点 B) 


和 ca( 用 消 点 法 10 消去 点 P) 
= 去 [ 六 P hgac 十 Pacca | (用 消 点 法 15" 消去 点 E) 


4 
[去 21BC|:+ 记 |AC1.|C| 


Li 
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= 工 ;Gd 一 1)12C|:。( 用 定义 消去 点 B) 


心 


(Sacs 十 Sacs) (用 定义 10 消去 点 P) 


4cp 一 


See+ 去 Tac11 权 | 


l 


* -一 一 一 


关 
引 
沿 
D 


证 Pacsn 二 Sane 十 六 14c| * 1BC| 《用 消 点 法 


= 方 ( | 开 |: 一 :|23C|’) (由 定义 消去 点 B) 
= 二 -DlAcCl’, 
代入 要 证 结论 的 左 端 ,命题 得 证 。 


消去 同上 的 点 


圆 的 引进 使 平面 几何 的 题目 变 得 更 加 生动 活泼 .丰富 多 
彩 , 但 也 增加 了 解 题 的 难度 。 我 们 首先 介绍 消去 共 圆 点 的 方 
法 。 

下 面 介绍 圆周 角 定 理 ( 在 同 圆 或 等 圆 中 , 同 弧 或 等 弧 所 对 
的 圆周 角 相 等 , 且 等 于 该 弧 所 对 圆心 角 的 一 半 ) 的 一 些 推论 。 

命题 9 已 知人 A4BC 的 两 边 BC 二 a,AC=b 及 AB 上 的 
高 CD=h, 记 入 ABC 外 接 圆 直径 为 4。 


求证 :4 一 从。 
证 明 ”如 图 7-39, 过 B 作 入 ABC 
的 外 接 圆 的 直径 BP, 若 与 4 重合 ， 
要 证 的 结论 显然 成 立 。 若 不 然 ,由 BP 图 7-39 
了 24 


是 直径 ,知人 PAB 是 直角 ,又 由 圆周 角 定 理 知人 4PB 与 
二 4CB 相等 或 互补 ,由 共 角 定理 ,得 
AP.PB 加 AP5 四 AB.AP 
4C.CB Sics CD,45 
BC*AC 
CD °° 


所 以 BP= 


ab 
即 d= 


命题 9 (三 角形 外 接 圆 直径 公式 ) 设 已 知人 ABC 三 边 
abc 及 面积 , 则 其 外 接 圆 直径 为 4 一 22 


5a * 

分 析 由 Sec 一 村 cj, 得 1= -2 , 代 人 命题 9 的 公式 
4 一 22 , 即 得 证 。 

于 是 有 


命题 10 《〈 共 圆 定理 ) 若 人 4BC 和 人 入 A'B'C 的 外 接 圆 相 
同 或 相等 , 则 
S apc AB.BC.CA 


Suse AB'.BCC A ° 
这 里 的 共 贺 定理 只 涉及 普通 面积 ,还 不 涉及 带 符号 面积 ， 


为 了 导出 关于 三 角形 带 符号 面积 的 共 圆 定理 ,需要 引入 有 向 
弦 的 概念 。 


在 圆 上 任意 取 参 考点 J ,我 们 相对 于 点 J 可 以 规定 此 圆 
上 的 有 向 弦 ( 带 符号 ) 长 度 如 下 。 
(1) 圆 上 任 两 点 P.Q 确定 有 向 弦 PQ 与 有 向 弦 QP ,分 


别 记 为 PQ 和 QP。PQ 和 QP 的 值 是 实数 ,满足 PQ 二 一 QP, 其 
绝对 值 等 于 线段 PQ 的 长 , 当 PP.Q 重合 时 ,PQ 二 0， 


(2) 对 图 上 任 一 点 P; 约 定之 0, 具 体 地 ,JP 等 于 线段 
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JP 之 长 。 
(3) 对 圆 上 任 两 点 P.Q,EQ 与 Sr 符号 相同 。 具体 地 , 当 


J 一 P 一 Q 按 逆 时 针 方向 绕 行 时 ,PQ 非 负 ,反之 ,PQ 非 正 。 

根据 以 上 约定 ,可 把 命题 9 和 命题 10 推广 到 带 符号 面积 
和 有 向 弦 的 情形 。 

命题 9” (一 般 的 直径 公式 ) 设 4d 为 人 ABC 外 接 加 的 直 
径 , 则 

A A A 
_ AB. BC. AC 

2 .Sagc ° 

要 证 明 这 个 等 式 , 只 需 检验 一 下 其 右 端 分 子 和 分 母 是 否 
有 相同 的 符号 。 

首先 , 当 4.B、C 中 相 邻 两 字母 对 换 时 ,分 子 、 分 母 同时 
变 号 ,故我 们 对 A、B.C 的 某 一 特殊 顺序 证 明 就 够 了 。 不 失 一 
般 性 , 设 4 一 8 一 C 沿 圆周 按 逆 时 针 方 向 绕 行 ,并 设 参考 点 J 


在 一 4BC 所 对 的 弧 上 , 则 5as、5ysc、5ac 均 非 负 , 故 4B、BC、 


4C 均 非 负 ,Su 也 非 负 , 这 就 完成 了 证 明 。 
命题 10” “一 般 的 共 圆 定理 ) 设 人 4BC 与 AX7Z 内 接 
于 同 圆 或 等 圆 , 则 
Se AB.HBC.AC AB.BC.CA 
B 人 人 站 人 A 。 
wz XY.YZ. XZ XY.YZ.ZX 
今后 , 提 到 直径 公式 和 共 圆 定理 时 ,车 涉及 带 符号 面积 ， 
则 指 命题 9* 与 命题 10* ,下 面 的 例题 说 明 如 何 把 消 点 法 与 这 
里 的 几 个 命题 结合 起 来 解决 涉及 多 点 共 圆 的 问题 。 
例 30 已 知 4、B.C\D 四 点 共 圆 ,或 4B 与 CD 交 于 PP。 
求证 :PA +， PB=PC ， PD. 
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d 


作 图 (1) 在 一 辕 上 任 取 A4、B.C、D 


C 
四 点 。 </ 
(2) 取 直 线 AB、CD 的 交点 电 


PP。 如 图 7-40。 LN 
要 证 明 的 结论 可 表示 为 Paps 一 Perp， D 
先 消去 点 已 ,再 应 用 共 圆 定理 即 可 。 时 7 .40 


Pepp Saca . Saca . cp’ 
(用 消 点 法 13 消去 点 已 ) 
A 人 A A A A — 
CA»*CD.AD. DB.DC.»BC. AB 


证 明 Parsg _ Scap * Spsc* AB’ 


AC. AB. BC. BA. HD.DA. CH’ 

(用 共 圆 定理 ) 
例 31 设 A.B.C.D 是 贺 上 四 点 ,O 
是 圆心 ,Q@ 是 BC 中 点 ,S 为 4D 中 点 ,J 


A 
为 SQ@ 中 点 ,将 边 OJ 延长 至 M, 使 JM Np 
二 OJ, 如 图 7-41。 WH | 
<<g 一 


求证 :SM BC。 
题目 中 将 作 图 步骤 交代 得 很 清楚 ， 图 7-41 
所 要 证 明 的 结论 可 表示 为 
Pssuc=0。 

证 明 Pssxc 二 Pcss 一 Pcsx 《 按 定义 ) 
= Pcss— (2Pcss— Pego) 《消去 点 M) 
二 Pess 一 2| 方 Pess 十 方 Pesa| 十 Peso 《 消 

去 点 J) 

三 Pego 一 Pcsa (化 简 ) 
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=Peso— 训 (Pess—Pese) (消去 点 QQ) 
= TB’+B0'~ C0’—$( CB'+ BC') 
一 0。 
实际 上 ,在 消去 点 J 之 后 便 可 看 出 Pcao 一 Pcae 一 0。 
Peao= CB 十 0O 一 60 一 6565 
Poao= CB 十 HG 一 一 55 
例 32 设 A、.B.C.D 是 贺 O 上 四 么 
点 ,过 A 作 4B 的 垂 线 交 直 线 CD 于 。”\ 闫 
Ai, 过 C 作 CD 的 垂 线 交 直线 4B 于 
Cl。 如 图 7-42。 


求证 :A1C1/ BD。 
证 明 ”要 证 的 结论 可 以 表示 为 图 7-42 
Ky 
S gpa, = SBpc, 即 二 一 工 。 
BDCI 
5 Sspa *P 
(用 消 点 法 12 消 去 点 C1) 
Sgpc PBgcp 。 Sapp 


1 


_ —Ppap * Spcp *» Pgcap (用 消 点 法 12 消 去 点 41) 


Pgcp * Sasp * Pscap 
_ 4B.4D\. Bc.Ch. HD 
BC°D ) ABp.BD.AD 
(由 勾 股 差 定 理 , 共 圆 定理 ) 


二 1。 
命题 得 证 。 
下 面 讨论 消去 加 和 直线 的 交点 以 及 两 圆 的 交点 。 
命题 11 设 P 是 贺 O 上 一 点 ,直线 4P 与 圆 O 交 于 另 
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“由 


NE ru Po OO 


一 点 Q, 如 图 7-43, 则 


Pa _ 2Por 
PA Park ， i (个 


WA_, 2Por 2 一 亚 ) PM 
PA i 2P apa 和 Ppa ” 
BG 2Popa 图 7-43 


AQ 一 2Popa 一 已 spa“ 

证 明 如 图 7-43, 记 NM 为 PQ 的 中 点 , 则 OM_ 4P , 故 
Pa _ 2PH _ 2PH:PA_ 2Pom 
PA PA PA. PA Papa “ 

另外 两 个 等 式 显然 可 由 此 推出 。 

于 是 ,可 得 出 如 下 的 消 点 法 : 

消 点 法 16 (从 共 线 线段 比 中 消去 圆 与 直线 的 一 个 交 
点 ,简称 RCL) 设 直线 4P 与 过 点 了 的 圆 O 交 于 不 同 于 尸 的 
曙 一 点 鲜 , 则 

PX _ 2Popa 
PA P pa “ 

消 点 法 17 (从 带 符号 面积 中 消去 圆 与 直线 的 一 个 交 
点 ,简称 SCL) 设 直线 AP 与 过 点 书 的 圆 O 交 于 不 同 于 点 PP 
的 另 一 点 关 , 则 对 任意 三 点 UV、W,， 有 
2( 04’— OB’) 5 


. 
PUWYV o 
Papa 


_ 2P _ 
Sxow = * Sauwv 十 
APA 


这 只 要 把 消 点 法 16 与 消 点 法 3 结合 起 来 就 行 了 .类 似 地 
把 消 点 法 16 与 消 点 法 10 结合 起 来 ,得 到 
消 点 法 18 《从 勾 股 差 中 消去 圆 与 直线 的 一 个 交点 , 简 
称 PCL) 设 直线 4AP 与 过 点 P 了 的 圆 O 交 于 不 同 于 点 尸 的 另 一 
点 头 , 则 对 任 三 点 品 V、W, 有 
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2 P OP4 


(1) Pxmrv = Papa “Paowv 十 Pipa “4 PUWYV o 
OPA 2 O4 一 
(2) Puxxv= 区 2 *Pvuaay 十 ( “2 * Puppy 
(54 一 OF ) 
Po pr ~ 

关于 消去 两 圆 交 点 的 方法 ,可 分 X 
两 步 走 ,如 图 7-44, 已 知 两 圆 圆心 A、B A 
和 一 个 交点 已 ,过 点 已 作 4B 的 垂 线 ， WA 
得 垂 足 M, 再 延长 PM 至 X, 使 得 这 NM Pp 
二 MP, 则 六 是 贺 A 和 加 B 的 另 一 交 
点 。 图 7-44 


这 样 ,因为 已 知 东 基 二 一 1, 故 可 用 消 点 法 3 或 消 点 法 10 


消去 点 和。 又 由 PMLAB, 可 用 消 点 法 9、11 或 12 消去 点 MM， 
两 步 结 合 起 来 就 得 

消 点 法 19 〈 从 带 符号 面积 中 消去 两 圆 的 交点 之 一 , 简 
称 SCC) 已 知 两 圆 圆 心 4A、B 和 它们 的 一 个 交点 卫 , 设 另 一 交 
点 为 匀 , 则 对 任意 三 点 U.V.W, 有 

Sym = Peas" Sst P pa*S wy 一 Souwv。 
AB 

证 明 设 直 线 AB 与 PX 交 于 点 M, 则 MM 是 PX 的 中 

点 。 故 由 消 点 法 3, 得 


Sowv 一 去 (Sowr 十 So o 


又 由 于 有 PM 上 上 4, 由 消 点 法 12 ,得 
居 Ppap*S pw Pppa®S aAwy 
MW 


2 AB’ 


9 
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比较 两 式 , 得 
Ppag*Spuwv Ppga*S avwy 
AB” 
由 此 可 和 解 出 5xvw ,从 而 证 得 所 要 证 的 结论 。 

消 点 法 20 (从 勾 股 差 中 消去 两 圆 的 交点 之 一 ,简称 
PCC) 已 知 两 圆 圆心 A、B 和 它们 的 一 个 交点 已 , 设 另 一 交点 
为 节 , 则 对 任意 三 点 UV WW, 有 ~ 

Ppas * Psuwv t+ Ppsa’P auwy 


一 Sxuwv 十 Spuwv o 


(1) Pxuwv = 一 -7 尸 puwr。 
AB 
Ppag°P 也 pp 
(2) Pr 一 二 Pa8 Uagy + PBA "SUAAV Popey 
AB 
(EA’— PB’)’ 


—34B'+2( PA’+PB’)+ 。 


AB?’ 
证 明 等 式 (1) 证 明 同 消 点 法 19。 
为 了 证 明 等 式 (2), 仍 记 M 为 AB 与 PX 的 交点 ;由 MM 
是 PX 的 中 点 ,得 


Puxxr 一 2Puww 一 Poupmr 十 4 了 MP 。 


再 由 消 点 法 11 得 
WMP’= Ppap* BE +Pppsa* AP’ Ppas* PpBa 
2 万” 2 45” 
Pymm = Ppap" Puspv + Ppsa* Puaav Ppag* Ppga 
2 AB’ 2 AB” 
代入 前 式 , 得 
P Ppas* Pvusav + Ppga* Puaav _P _ Ppag* Ppsa 
UXXU™ AB: UPPV 一 一 一 2 
AB 
十 2( Ppas* BE "十 Praav AP’) 2Ppap* Pppa 
AB* AB’ 
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一 Ppap* Pussv + Ppsa* Puaav 
AB’ 


Puppv—3 AB’ 


+2( PATPB)+ (TA HE) 
AB 
例 33 在 人 ABC 中 ,AC 二 4B。 在 
直线 BC 上 任 取 一 点 D, 直 线 AD 与 人 
人 A4BC 的 外 接 圆 交 于 五。( 如 图 7-45)。 人 
求证 : AB 一 4 万 . 4。 5 
作 图 〈1) 任 取 不 同 两 点 B、M。 (2 
(2) 过 MM 作 BM 的 垂 线 ， 4 ~ 人 
在 垂 线 上 取 一 点 4。 图 7-45 
(3) 取 4 中 点 N。 
(4) 过 作 4B 的 垂直 平分 线 与 4M 交 于 O。 
(5) 延长 BM 至 C, 使 BM=MC。 
(6) 在 直线 BC 上 任 取 一 点 DD。 
(7) 直线 4D 与 过 4 点 的 圆 O 交 于 五 。 
要 证 明 的 是 4B 一 2 万 * AE, 即 Ppas=Ppago 
P 2Poap * Papa 


证 日 DAE _ 
证 明 ”2 一 如 eco 六 aot (用 消 点 法 18 消去 点 加 
于 os。 (化 简 , 由 AOJLBD 消去 点 DD) 
BAB . 
— B21, (由 04 一 05 ) 
BAB 


在 本 章 中 共 介 绍 了 张 景 中 院士 所 创立 的 消 点 算法 20 种 。 
这 主要 是 为 了 解决 较 难 的 几何 题 用 的 。 而 解 中 学 数学 中 的 一 
般 几 何 问题 时 ,都 只 用 到 它们 的 一 些 特殊 情况 ,所 以 在 解 题 过 
程 中 一 定 要 灵活 运用 。 
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举例 能 证 朋 几 何 定 理 契 


儿 于 年 来 ,人 们 已 经 形成 了 一 个 传统 
看 法 ,要 肯定 一 个 数学 命题 ,只 有 通过 演绎 
的 证 明 , 才 能 让 人 信服 ,如果 说 你 通过 度量 
的 方法 去 检验 几 个 三 角形 后 ,就 得 出 三 角 
形 的 内 角 和 是 180" 的 结论 , 那 简直 让 人 笑 
掉 牙 .人 们 会 问 ,你 测量 的 只 是 几 个 或 几 十 
个 三 角形 ,而 三 角形 有 千 千 万 万 个 ,你 怎 能 
就 断定 所 有 三 角形 的 内 角 和 都 是 180° 呢 9 
这 种 从 大 量 事例 中 寻找 一 般 的 归纳 推理 方 
法 ,是 人 类 认识 自然 的 基本 方法 之 一 ,对 于 
其 他 学 科 是 行 之 有 效 的 方法 。 但 是 到 了 数 
学 就 不 适用 了 ,发 现 归 发 现 ,证 明 归 证 明 ， 
在 数学 上 发 现 不 能 代替 证 明 。 一 个 数学 命 
题 正确 与 否 , 只 有 通过 严密 的 证 明 才能 得 

了 733 


到 证 实 ,而 举 几 个 例子 是 算 不 得 证 明 的 。 

近年 来 ,我 国 数学 家 提出 了 与 这 种 传统 看 法 大 相 径 庭 的 
见解 ,他 们 的 研究 表明 ;要 肯定 或 否定 一 条 初等 几何 命题 ,只 
要 检验 若干 个 数值 实例 就 可 以 了 ,至 于 要 检验 多 少 例子 , 则 可 
以 根据 命题 的 “复杂 ”程度 能 具体 估算 出 来 .检验 时 要 计算 , 计 
算 有 误差 怎么 办 ? 研究 表明 ,只 要 误差 不 超过 某 个 界限 就 行 。 
而 这 个 界限 ,也 可 以 根据 命题 的 “复杂 ”程度 来 确定 。 

这 种 用 举例 来 证 明 几 何 定理 的 方法 ,我 国 数学 家 创立 了 
以 下 三 种 : 

(1) 单 点 例证 法 。 亦 称 例 证 法 ,这 是 洪 加 威 在 1986 年 提 
出 来 的 .对 于 一 类 平面 几何 定理 ,只 要 按照 一 种 简单 的 规则 去 
举例 ,并 且 对 这 个 具体 的 数值 例子 计算 (或 作 图 ) 到 一 定 精确 
程度 ,就 完全 可 以 用 来 精确 地 判定 一 个 一 般 的 几何 命题 ,这 就 
是 例证 法 .例证 法 的 原理 适用 于 更 广泛 的 范围 ,但 洪 加 威 所 设 
想 的 算法 太 复杂 ,迄今 未 能 在 计算 机 上 实现 。 

(2) 数值 并 行 法 。 几 乎 与 洪 加 威 同时 , 张 景 中 、 杨 路 提出 
了 数值 并 行 算法 ,其 基本 思想 是 :具有 某 种 一 般 性 的 大 量 实例 
可 以 证 明 一 个 一 般 的 几何 命题 ;用 数值 计算 代替 符号 计算 ,以 
减少 内 存 消耗 ;用 并 行 处 理 取 代 串 行 处 理 , 以 缩短 时 间 。 这 是 
第 一 个 具有 实验 意义 的 数值 方法 。 据 此 ,他 们 还 编制 了 “ 工 类 . 
几何 定理 的 证 明 器 ”, 并 且 在 计算 机 上 证 明了 一 些 颇 不 平凡 的 
定理 ,他 们 还 用 此 方法 来 检验 人 们 提出 的 某 些 猜想 ,从 而 发 现 
了 若干 有 趣 的 新 定理 。 

(3) 单 例 实验 法 。 在 张 景 中 、 杨 路 的 指导 下 , 伐 晓 荣 又 发 
展 了 一 种 效率 更 高 .实用 性 强 的 数值 方法 , 称 为 单 例 实验 法 。 
它 第 一 次 表明 在 一 定 意义 下 不 准确 的 浮 点 运算 可 以 用 来 作 严 
格 的 推理 ,具有 实验 的 性 质 ,真正 全 面 地 实现 了 例证 法 的 美妙 
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设想 。 

上 面 提 到 的 三 种 举例 证 明 几 何 定理 的 机 器 证 明 方 法 中 ， 
数值 并 行 法 和 单 例 实验 法 已 经 在 计算 机 上 实现 了 。 它 们 的 基 
本 思想 是 很 平凡 的 。 

下 面 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 例 证 法 ， 

要 证 明 恒 等 式 

(z 十 1)(Zz 一 1) 一 并 一 1， (1) 
可 通过 将 左 端 展开 ,合并 同类 项 ,比较 两 端 同类 项 系数 , 便 知 
分 晓 。 

但 是 也 可 以 用 数值 实验 的 方法 证 明 : 取 x 二 0, 两 端 都 是 
一 1; 取 zx 二 1, 两 端 都 是 0; 取 z=2, 两 端 都 是 3。 这 就 证 明了 
(1) 是 恒等式 。 我 们 可 以 用 反 证 法 证 明 这 一 事实 。 如果 它 不 是 
恒等式 , 那 它 就 是 一 个 不 高 于 二 次 的 一 元 代数 方程 ,这 个 方程 
至 多 有 两 个 根 ,而 现在 已 有 x=0,1,2 这 三 个 根 了 ,这 表明 它 
不 是 方程 而 是 恒等式 。 

这 一 结果 可 以 推广 到 高 次 情形 , 便 是 : 

命题 4 设 f(z) 和 g(xz) 都 是 不 超过 nn 次 的 多 项 式 ， 
如 果 有 ?十 1 个 不 同 的 数 co、cj……a， 使 得 f (a4) 二 g(ai) 
(二 0,1,2,…,n), 则 等 式 

f(x)=g (7x) (2) 
是 恒等式 。 

这 就 是 说 ,要 问 一 个 单 变 量 的 不 高 于 ”次 的 一 元 代数 等 
式 是 不 是 恒等式 ,只 要 用 有 限 个 数值 代入 检验 ,也 就 是 举 有 限 
个 例子 就 可 以 作出 判定 。 那 么 ,要 举 多 少 例子 ? 这 要 看 代数 式 
的 次 数 , 如 果 次 数 不 超过 ” 则 只 要 举 上 十 1 个 例子 就 够 了 。 其 
基本 依据 是 一 元 n 次 方程 至 多 及 个 根 。 

现在 换 一 个 角度 看 等 式 (1), 只 要 取 一 个 较 大 的 工 值 , 比 
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如 z=6 就 能 证 明 (1) 式 是 恒等式 ,这 能 行 吗 ? 在 (1) 式 中 , 左 
端 展开 后 最 多 有 4 项 ,每 项 系数 的 绝对 值 至 多 为 1 .整理 合并 
之 后 ,系数 的 绝对 值 是 不 大 于 5 的 正 整 数 或 0。 如 果 (1) 不 是 
恒等式 ,把 它 整理 后 应 当 是 一 个 方程 , 即 
az2? 十 pz 十 c 一 0。 
这 里 a.b\c 不 全 为 0, 都 是 绝对 值 不 大 于 5 的 整数 。 如 果 取 工 
一 6, 有 
2X62 十 0X6 十 < 一 0。 
可 知 ae 王 0 一 c 一 0。 
车 ae 王 0, 由 68 十 c 得 6 一 |cl。 当 2 一 0 时 ,有 < 一 0; 当 2 
天 0 时 ,得 |c|=610| 之 6, 这 与 |c| 委 5 矛盾 。 
若 a 天 0, 由 36a 十 66 十 c= 二 0, 得 36|al 委 6121 十 |c| , 即 
36|a| 委 615| 十 |cl 委 35。 
仍然 矛盾 ,这 就 证 明了 (1) 式 是 恒等式 。 
这 种 办 法 也 可 以 推广 到 高 次 情形 ,具体 地 有 : 
命题 B 设 f(z) 和 g(x) 都 是 不 超过 次 的 多 项 式 , 如 
果 知 道 f(x) 一 g (zx) 的 标准 展开 式 中 系数 绝对 值 最 大 者 不 大 
于 工 , 非 零 系 数 绝对 值 不 小 于 S( 汪 0)。 设 


1z | -P> 拟 +2， 
则 
人 A 
S 委 |J xz) 一 ECz)| 委 SP 。 (3) 


证 明 设 
大 (z) 一 gE(Cz) 一 cozt 十 cz 1 十 … 十 cx， 
其 中 0<4 委 ”而 co 天 0。 
若 & 一 0, 显 然 有 (3) 式 成 立 。 以 下 设 1< 妇 4< ,这 时 
A 
[fC gC2) [|eor |[— |ert!iteset ?+ .ete | 
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宇 SP' 一 L(P* 十 PP 十 … 十 P 十 1) 


> [P 1 一 如 | 1 1 |] 


7 Pl S 已: 
>s|P-1- 所 |>5. 


A A P"+1—1 
另 一 方面 ,显然 有 |f (zx) 一 g(x) | 所 LL 一 


一 1 < SP"+ 1。 


不 等 式 (3) 表 明 ,对 |z| 之 专 十 2,x 不 可 能 是 方程 (zx) 一 


g(z) 二 0 的 根 。 如 果 计算 居然 有 (2 一 5(2), 则 可 断言 /CX) 


二 g(x) 是 恒等式 。 

这 就 是 说 , 举 一 个 足够 大 的 数值 例子 , 即 可 证 明 一 元 代数 
恒等式 。 其 基本 依据 是 :代数 方程 的 根 的 绝对 值 ,不 超过 其 绝 
对 值 最 大 的 系数 与 最 高 次 系数 绝对 值 之 比 加 1( 命 题 B 采 用 
了 略 强 的 条 件 , 是 为 了 得 到 不 等 式 (3) 中 确定 的 正 的 下 界 ) 。 

另 一 个 特别 的 尝试 是 取 z= 3 ,如 果 它 使 得 多 项 式 

(zz 十 1)(z 一 1) 一 x: 十 1 

取 值 为 0, 则 可 以 断定 该 多 项 式 是 零 多 项 式 ,原因 是 多 项 式 x 
一 2 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 ,所 以 它 的 根 2 不 可 能 是 一 
个 次 数 低 于 3 的 非 零 整 系数 多 项 式 的 根 。 

这 种 方法 推广 到 高 次 情形 是 

命题 C 设 f(p 寺 r+) ==g(p 坟 7) , 则 等 式 

f(z)=g(z) 

是 恒等式 。 

从 以 上 所 说 的 命题 4、 命 题 B 和 命题 C 出 发 ,发 展 成 几 
何 定理 的 机 器 证 明 的 数值 并 行 法 、 例 证 法 和 单 例 实验 法 ,需要 
更 进一步 的 工作 。 

首先 要 做 的 是 从 一 元 推广 到 多 元 情形 ,下面 只 列 出 结果 
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不 给 予 证 明 。 

命题 4 推广 到 多 个 变量 的 情形 是 : 

定理 4 设 FCzl zzzi) 是 AT Xs 的 多 项 式 ， 
它 关于 xz; 的 次 数 不 大 于 n;, 对 应 于 r= 二 1, 2,…,, 取 数 值 
Urs( 5=0,1,° ,7;) ,使 得 S152 时 ,有 Ur Fr,s,o 如 果 对 任 一 
组 (sis si 其 中 0<s 委 2 有 

f (Us ss ss, ) 一 0， (1) 
则 f(z,zxz，… ,zi) 是 恒 为 0 的 多 项 式 。 

对 于 定理 4 所 提供 的 检验 方法 ,首先 要 估计 
(zzsyzi) 关 于 各 个 变量 z1、x2…*…zi 的 次 数 的 上 界 ,我 
们 过 到 的 多 项 式 f(zi,x,，,… ,zi) 通 常 是 没有 经 过 整理 的 ,如 
果 整 理 好 了 ,一眼 便 看 得 出 是 不 是 恒 等 于 零 , 那 就 不 用 检验 
了 。 既 然 没 有 整理 好 , 它 关 于 各 个 变量 是 多 少 次 也 不 是 一 望 而 
知 的 ,所 以 要 估计 。 

第 二 步 是 确定 用 哪些 数值 代入 检验 .这 时 ,已 估计 好 了 z 
的 次 数 不 超 过 ni, 那 就 让 zx; 这 个 变 元 取 :十 1 个 不 同 的 值 , 这 
ni 十 1 个 不 同 的 值 zoom 组 成 有 限 集 4 一 1 2 
&。 从 4 、4……44 中 各 取 一 个 值 :从 4 中 取 的 一 个 值 ,从 
4; 中 取 zs 的 一 个 值 …… 从 A 中 取 zx 的 一 个 值 ,这 样 便 凑 出 
一 组 (xi,zs，… ,zs) 的 值 。 因 A 中 有 十 1 个 数 ,所 以 一 共 可 
姿 出 (ma 十 1) (ns 十 1)… (m4 十 1) 个 数组 来 。 这 些 数 值 构 成 的 集 
合 ,叫做 规模 为 (ni 十 1) (nz 十 1)… ni 十 1) 的 一 个 格 阵 。 

最 后 ,将 格 阵 中 每 组 值 代入 fz,zxs，… ,Xx) 加 以 检验 ,车 
有 一 组 值 代 进去 便 有 f 关 0, 那 么 当然 不 会 有 f 恒 为 零 。 若 每 
一 组 值 都 使 f= 二 0, 便 证 明了 了 恒 等 于 零 。 

比如 ,要 检验 等 式 

(x+y) zx—y)—zx—y=0 
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是 林 是 恒等式 ,首先 看 出 它 关 于 变量 zx、y 的 次 数 都 不 超过 2， 
故 要 在 (2 十 1)X (2 十 1) 二 3X3 的 格 阵 上 检验 。 可 取 x 二 0,1， 
2 和 y= 二 0,1,2 得 到 格 阵 中 的 9 组 数值 (0,0),(0,1),(0,2)， 
(1,0),《1,1), C1,2),(2,0),《2,1), (2,2), 分 别 代 入 检验 即 
可 , 即 只 要 举 9 个 例 就 可 以 证 明 此 题 。 

一 般 说 来 ,在 定理 4 的 条 件 下 ,需要 验算 的 变 元 数值 共 
有 (十 1) 《nz 十 1)-… (nx 十 1) 组 。 

命题 B 推广 到 多 个 变量 的 情形 是 ， 

定理 B 设 FFzizzy yz 是 zz Xi 的 多 项 式 ， 
它 关 于 zi 的 次 数 不 大 于 ni,1 志 i 二, 又 设 在 它 的 标准 展开 式 
中 系数 绝对 值 最 大 者 不 大 于 工 , 非 零 系数 绝对 值 最 小 者 不 小 


于 5S>>0, 如 果 变 元 的 一 组 值 Z1 .zs…… 妈 满足 


A 也 

| | 一 入 之 七 十 2， 
A 

| zz| 二 pz 之 扣 "! 十 2， 


A 
| zs | 二 ps 之 B21 十 2， 


A 
EA 
则 有 


A A A 
大 之 19.72 ,XE) 宇 S 守 0。 


类 似 地 ,命题 C 也 可 以 推广 到 多 元 情形 : 


定理 C 设 f(zi,Xz，… ,Zi) 是 工 1 、z， | C3 的 多 项 式 , 它 
关于 mx 的 次 数 不 大 于 n;, 文 P,、P， “oe Pi 是 & 个 互 不 相同 的 
素数 ,如 果 


1 1 
f P™ti Prt ,7 PrtT 二 0， 
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则 三 (ziyzz,…zt) 是 恒 为 0 的 多 项 式 。 

到 目前 为 止 ,我 们 只 说 明了 通过 验算 一 个 或 一 些 例子 就 
可 以 检验 一 个 代数 等 式 是 不 是 恒等式 ,这 和 大 家 感 兴趣 的 几 
何 定理 的 机 器 证 明 仍 有 相当 大 的 距离 。 

通常 初等 几何 中 的 定理 ,如 果 在 假设 和 结论 中 不 涉及 不 
等 式 , 总 可 以 用 坐标 法 化 成 这 样 的 问题 :已 知 有 一 些 代 数 等 
式 , 求 证 某 一 代数 等 式 成 立 。 

下 面 我 们 先 举 一 个 简单 的 例子 ,看 看 怎样 举例 子 证 明 几 
何 命题 。 

例 试 证 :任意 三 角形 内 角 和 为 180°。 

首先 把 几何 定理 问题 代数 化 。 设 三 角形 4BC 的 三 个 顶 
点 的 坐标 分 别 为 A(0,0)、B(1,0)、Cluywz), 这 就 是 取 有 4 为 
直角 坐标 系 原点 ,AB 所 在 直线 取 作 之 轴 , 边 4B 取 成 长 度 单 
位 。 

证 明 三 个 内 角 和 
为 180", 可 以 通过 把 Et,x) 和 Cla Ds, 如 
三 个 角 拼 在 一 起 ,看 
它们 是 否 成 为 一 个 平 
角 。 如 图 8-1, 取 BC 
的 中 点 M, 延 长 AM A(0.0) B(Y 0 
至 DD 使 DM=AM, 则 图 8-1 
了 DCB==LCBA, 又 取 4C 的 中 点 N, 延 长 BN 至 五 ,使 N 忆 
二 NB, 则 ECA 二 人 CAB。 于 是 要 证 的 命题 为 

ZECA+/ACB+ LDCB=180°, 

也 就 是 要 证 D.C.E 三 点 共 线 。 

设 M(xzi ,Xz) .N(xz3,X4) .D(zs ,Te)、E(ri,xs), 则 假设 条 
件 为 : 
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(MM 是 BC 的 中 点 ) 


fs=zx2s— U0, 


f=zxs3— ui=0, 


万 ， ) (CN 是 4C 的 中 点 ) 
fi=T4 0 
太一 zs 一 27: 一 0， 

乒 一 ze 一 2z: 一 0， 
7 CN 是 BE 的 中 点 ) 
fs=zxs—27r4=0。 

而 要 证 明 的 结论 是 D.C、E 三 点 共 线 , 即 

G: g= (zs—u) re—u)— (ri—u) (re— us)—=0, 

其 中 za wz 为 自由 变 元 ,一 旦 ws 定 了 ,zi za……zs 是 由 假设 
条 件 五 限制 的 约束 变 元 ,利用 条 件 五 解 出 xz;、zx2……zs 代入 
8 ,可 得 关于 wi uz 的 多 项 式 g (ui ,us)。 要 证 明 在 条 件 恕 下 有 结 
论 G, 也 就 是 要 证 明 g (wi ,wu;) 恒 等 于 零 。 不 具体 计算 ,也 可 以 看 
出 g 关于 wus 的 次 数 都 不 超过 1, 于 是 只 要 在 变 元 wi .xs 的 一 
个 2X2 的 格 阵 上 检验 g 是 否 为 0 即 可 ,这 个 格 阵 可 取 (0,0)， 
(0,1),(1,0),(1,1)。 对 (0,0),(1,0) 根 本 不 用 算 , 因 为 这 时 4、 
B.C 三 点 共 线 ,结论 显然 成 立 ,而 在 (1,1) 与 (0,1) 这 两 种 情形 
下 得 到 三 角形 ABC 是 全 等 的 ,因而 只 要 对 (0,1) 作 检验 就 够 了 。 
把 w= 二 0,us 二 1 代 人 条 件 妃 得 zs 一 1,ze 一 1,z 一 一 1,z5 一 1。 
代入 G 即 得 g 一 0, 这 就 完成 了 命题 的 证 明 。 

这 表明 ,只 要 检验 四 个 三 角形 (实质 上 是 一 个 ) , 举 四 个 例 

子 ( 实 质 上 是 一 个 ) 便 足以 证 明 三 角形 内 角 和 等 于 180°。 
从 上 面 的 例子 可 以 看 到 ,要 证 明定 理 “ 三 角形 内 角 和 等 于 
了 4 了 


(CM 是 AD 的 中 点 ) 


180"” "时 ,只 要 举 一 个 例子 就 可 以 证 明 此 定理 。 但 有 些 几 何 命 
题 就 需要 举 大 量 的 例子 才能 证 明 。 例 如 
命题 四 面体 的 四 个 高 上 六 .AAA 和 它们 三 个 宽度 
Tl We TO3 之 间 有 关系 : 
再 十 再 十 商 十 丙 一 疝 十 码 
这 里 ,四 面体 的 宽度 是 指 它们 一 对 不 相交 的 楼 之 间 的 距离 。 
上 面 的 命题 ,要 用 14 万 个 例子 来 检验 ,也 就 是 说 要 举 14 
万 个 例子 才能 证 明 该 命题 ,这 在 计算 机 上 算 要 好 几 小 时 。 
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